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convexitate, aproape convexitate de ordinul α, funcţie armonică, funcţie armonică multivalentă,
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Introducere

Teoria geometrică a funcţiilor de o variabilă complexă reprezintă o ramură aparte a analizei

complexe. Bazele acestei teorii au fost puse la ı̂nceputul secolului trecut odată cu lucrările lui P.

Koebe şi L. Bieberbach. Funcţiile analitice de o variabilă complexă constituie modelul ideal al

transformărilor geometrice din plan.

Şcoala românească de matematică a adus contribuţii valoroase ı̂n domeniul teoriei geometrice

a funcţiilor univalente. Amintim doar două personalităţi clujene şi anume pe G. Călugăreanu şi P.

T. Mocanu. G. Călugăreanu, creatorul şcolii româneşti de teoria funcţiilor univalente, este primul

matematician care a obţinut ı̂n 1931 condiţii necesare şi suficiente de univalenţă pe discul unitate.

Cercetările iniţiate de G. Călugăreanu sunt continuate de P. T. Mocanu, care obţine rezultate

importante ı̂n teoria geometrică a funcţiilor univalente: introducerea noţiunii de α-convexitate,

obţinerea unor criterii de univalenţă pentru funcţii neanalitice, elaborarea ı̂n colaborare cu S. S.

Miller a metodei subordonărilor diferenţiale, iar mai recent teoria superordonărilor diferenţiale.

Folosirea metodei subordonărilor diferenţiale are un rol important atât ı̂n demonstrarea mult

mai simplă a unor rezultate cunoscute deja şi sistematizarea acestora, cât şi ı̂n obţinerea multor

rezultate noi.

În prezent există numeroase tratate şi monografii dedicate studiului funcţiilor univalente,

dintre care amintim pe cele ale lui P. Montel, Z. Nehari, L. V. Ahlfors [3], Ch. Pommerenke [108],

A. W. Goodman [40], P.L. Duren [32], D.J. Hallenbeck, T. H. Mac Gregor [49], S. S. Miller, P. T.

Mocanu [76] şi P. T. Mocanu, T. Bulboacă, Gr. Şt. Sălăgean [85].

Lucrarea de faţă prezintă un rezumat al rezultatelor obţinute ı̂n teza de doctorat. Aceasta

cuprinde studiul anumitor proprietăţi geometrice, exprimate analitic, ale unor clase de funcţii

analitice de variabilă complexă.

Teza se ı̂mparte ı̂n şase capitole şi o bibliografie ce conţine 136 de referinţe, dintre care 16

aparţin autoarei, 7 dintre acestea fiind scrise ı̂n colaborare.

În cele ce urmează, la fiecare capitol am selectat cele mai relevante rezultate, cu precădere cele

originale. Rezultatele din primul capitol, respectiv ultimul capitol secţiunile 1-4, sunt renumerotate.

În final este inclusă ı̂ntreaga bibliografie.
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Capitolul 1

Definiţii şi rezultate clasice

Primul capitol este structurat ı̂n 20 de secţiuni şi conţine noţiuni şi rezultate de bază din teoria

geometrică a funcţiilor, care vor fi folosite ı̂n capitolele următoare.

Sunt enumerate rezultate clasice cum ar fi: teorema lui Riemann, teorema ariei, teoremele

de acoperire şi de deformare pentru clasa S a funcţiilor univalente şi normate ı̂n discul unitate,

conjectura lui Bieberbach precum şi câteva clase de funcţii univalente care sunt caracterizate

prin proprietăţi geometrice remarcabile, exprimate analitic prin inegalităţi diferenţiale şi anume

clasa funcţiilor stelate, uniform stelate, convexe, uniform convexe şi α-convexe. Ultimele 8 secţiuni

sunt dedicate teoriei subordonărilor diferenţiale, cunoscută şi sub numele de ”metoda funcţiilor

admisibile’, iniţiată şi dezvoltată de P. T. Mocanu şi S. S. Miller. Recent aceştia au introdus

noţiunea de ”superordonare diferenţială”, ca o noţiune duală a celei de subordonare diferenţială.

Subordonarea diferenţială tare, respectiv superordonarea diferenţială tare sunt concepte noi, care

vin ı̂n completare.

Rezultatele acestui capitol sunt cuprinse cu precadere ı̂n lucrările ”Analiză matematică (Funcţii

complexe)”, P. Hamburg, P. T. Mocanu, N. Negoescu, [51], ”Teoria geometrică a funcţiilor univa-

lente”, P. T. Mocanu, T. Bulboacă, Gr. Şt. Sălăgean, [85], ”Capitole Speciale de Analiză Complexă”,

G. Kohr, P. T. Mocanu, [59], cât şi ı̂n lucrări ale lui S. S. Miller şi P. T. Mocanu.

1.1 Funcţii univalente

Definiţia 1.1.1 [51] O funcţie olomorfă şi injectivă pe un domeniu D din C se numeşte univalentă

pe D.

Notăm cu Hu(D) mulţimea funcţiilor univalente pe D şi cu H(D) mulţimea tuturor funcţiilor

olomorfe pe domeniul D.

Noţiunea de funcţie univalentă se poate generaliza ı̂n mod natural, introducându-se noţiunea

de funcţie multivalentă de ordin m, prin aceasta ı̂nţelegând o funcţie olomorfă pe D, care ia orice

valoare a sa ı̂n cel mult m puncte distincte din D şi există cel puţin o valoare luată ı̂n exact m

puncte distincte.

Teorema 1.1.1 [51] Dacă f ∈ Hu(D) atunci f ′(z) 6= 0 pentru orice z ∈ D.
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Corolarul 1.1.1 (Teorema lui Alexander) [117] Dacă D este un domeniu convex şi f ∈ H(D)

astfel ı̂ncât Re f ′(z) > 0, pentru orice z ∈ D, atunci f ∈ Hu(D).

1.2 Reprezentări conforme

Definiţia 1.2.1 [51] Fiind date domeniile D şi ∆ din C, o funcţie f ∈ Hu(D) astfel ı̂ncât f(D) =

∆ se numeşte reprezentare conformă (sau izomorfism conform) a domeniului D pe domeniul ∆.

Domeniile D şi ∆ se numesc conform echivalente dacă există o reprezentare conformă a lui D pe ∆.

O reprezentare conformă a lui D pe el ı̂nsuşi se numeşte automorfism conform al lui D. Mulţimea

automorfismelor conforme ale lui D formează un grup de transformări, care se numeşte grupul

conform al lui D, notat cu A(D).

Teorema 1.2.1 (Riemann) [51] Orice domeniu simplu conex D din C, D 6= C, este conform

echivalent cu discul unitate U .

1.3 Clasa S. Proprietăţi

Importanţa clasei S constă ı̂n faptul că orice funcţie univalentă pe U se poate scufunda ı̂n

această clasă printr-o normare convenabilă.

Pentru a ∈ C şi n ∈ N∗ vom nota

H[a, n] = {f ∈ H(U) : f(z) = a+ anz
n + . . . },

Hn = {f ∈ H(U) : f(z) = anz
n + an+1z

n+1 + . . . }

şi

An = {f ∈ H(U) : f(z) = z + an+1z
n+1 + . . . },

A1 = A.

Clasa S este:

S = {f ∈ Hu(U) : f(z) = z +
∞∑
k=2

akz
k, f(0) = f ′(0)− 1 = 0, z ∈ U}.

Funcţia lui Koebe

(1.3.1) Kθ(z) =
z

(1 + eiθz)2

are un rol extremal ı̂n clasa S.

Teorema 1.3.1 [85] Clasa S este compactă.
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1.4 Clasa Σ. Proprietăţi

Pe parcursul acestei secţiuni vom nota cu U− = {z ∈ C∞ : |z| > 1} exteriorul discului unitate.

Notăm cu Σ clasa funcţiilor ϕ meromorfe cu unicul pol (simplu) ζ =∞ şi univalente ı̂n exteriorul

discului unitate, care admit dezvoltarea ı̂n serie Laurent la ∞ de forma

ϕ(ζ) = ζ +
∞∑
k=0

bk
ζk
, 1 < |z| <∞.

Studiul funcţiilor meromorfe şi univalente se poate face paralel cu clasa S considerând clasa Σ.

Funcţiile din Σ sunt normate cu condiţiile ϕ(∞) =∞ şi ϕ′(∞) = 1.

Notăm cu

Σ0 = {ϕ ∈ Σ : ϕ(ζ) 6= 0, ζ ∈ U−}.

Propoziţia 1.4.1 [85] Între clasele S şi Σ0 există o bijecţie, deci clasa Σ este ”mai largă” decât

clasa S.

1.5 Teorema ariei.

Conjectura lui Bieberbach - Teorema lui de Branges

Teorema 1.5.1 (Gronwall) [47] Dacă

ϕ(ζ) = ζ +

∞∑
n=0

αn
ζn

este o funcţie din clasa Σ, atunci

ariaE(ϕ) = π

(
1−

∞∑
n=1

n|αn|2
)
≥ 0

deci
∞∑
n=1

n|αn|2 ≤ 1

(aria se ı̂nţelege ı̂n sensul de măsură Lebesgue bidimensională).

Teorema 1.5.2 (Conjectura lui Bieberbach - Teorema lui de Branges) [85] Dacă funcţia f(z) =

z + a2z
2 + . . . aparţine clasei S, atunci |an| ≤ n, n = 2, 3, . . . cu egalitate doar pentru funcţia lui

Koebe (1.3.1) şi rotaţiile ei.

1.6 Funcţii analitice cu partea reală pozitivă

Funcţiile analitice cu partea reală pozitivă au un rol important ı̂n caracterizarea unor clase

speciale de funcţii univalente.

7



Definiţia 1.6.1 [85]

1. Prin clasa funcţiilor lui Carathéodory ı̂nţelegem clasa

P = {p ∈ H(U) : p(0) = 1, Re p(z) > 0, z ∈ U}.

2. Prin clasa funcţiilor Schwarz ı̂nţelegem clasa

B = {ϕ ∈ H(U) : ϕ(0) = 0, |ϕ(z)| < 1, z ∈ U}.

Pe parcursul următoarelor cinci secţiuni, vom reaminti câteva clase de funcţii univalente

care sunt caracterizate prin proprietăţi geometrice remarcabile exprimate analitic prin inegalităţi

diferenţiale şi anume clasele funcţiilor stelate, convexe şi α-convexe.

1.7 Funcţii stelate

Definiţia 1.7.1 [85] Prin clasa funcţiilor stelate ı̂nţelegem clasa

S∗ =

{
f ∈ A : Re

zf ′(z)

f(z)
> 0, z ∈ U

}
Observaţia 1.7.1 Clasa S∗ este compactă.

Definiţia 1.7.2 Pentru 0 ≤ α < 1, definim mulţimea

(1.7.1) S∗(α) =

{
f ∈ A : Re

zf ′(z)

f(z)
> α, z ∈ U

}
numită clasa funcţiilor stelate de ordin α.

Definiţia 1.7.3 Pentru 0 < α ≤ 1, definim

S∗[α] =

{
f ∈ A :

∣∣∣∣arg
zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < α
π

2
, z ∈ U

}
numită clasa funcţiilor tare stelate de ordinul α.

1.8 Funcţii uniform stelate

Definiţia 1.8.1 [42] Prin clasa funcţiilor uniform stelate ı̂nţelegem clasa

US∗ =

{
f ∈ S : Re [

f(z)− f(ξ)

(z − ξ)f ′(z)
] > 0, (z, ξ) ∈ U × U,

}
Definiţia 1.8.2 [2] Prin clasa funcţiilor uniform stelate de ordinul α, ı̂nţelegem clasa

US∗(α) =

{
f ∈ S : Re [

f(z)− f(ξ)

(z − ξ)f ′(z)
] ≥ α, (z, ξ) ∈ U × U,α ∈ [0, 1)

}
Observăm că US∗(0) = US∗.
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1.9 Funcţii convexe

Definiţia 1.9.1 [85] Mulţimea

(1.9.1) K
not
= Sc =

{
f ∈ A : Re

zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1 > 0, z ∈ U

}
se numeşte clasa funcţiilor convexe normate cu condiţiile f(0) = f ′(0)− 1 = 0.

Observaţia 1.9.1 Avem K ⊂ S∗ ⊂ S. Teorema de dualitate a lui Alexander se va scrie pentru

aceste clase sub forma

f ∈ K ⇔ zf ′(z) ∈ S∗.

Definiţia 1.9.2 Definim clasa funcţiilor convexe de ordinul α,

K(α) =

{
f ∈ A : Re

(
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

)
> α, 0 ≤ α < 1

}
.

1.10 Funcţii uniform convexe

Definiţia 1.10.1 [43] Prin clasa funcţiilor uniform convexe ı̂nţelegem clasa

UCV =

{
f ∈ S : Re {1 +

f ′′(z)

f ′(z)
(z − ξ)} ≥ 0, , (z, ξ) ∈ U × U

}
.

Definiţia 1.10.2 [113]

(1.10.1) f(z) ∈ SP ⇔ Re {zf
′(z)

f(z)
} ≥ |zf

′(z)

f(z)
− 1|, z ∈ U,

unde SP este clasa funcţiilor uniform stelate relativ la clasa UCV .

Observaţia 1.10.1

f(z) ∈ UCV ⇔ zf ′(z) ∈ SP.

Definiţia 1.10.3 [113] O funcţie f ∈ S este din clasa SP (α), dacă satisface caracterizarea analitică

(1.10.2) Re {zf
′(z)

f(z)
− α} ≥ |zf

′(z)

f(z)
− 1|, α ∈ R, z ∈ U,

şi

f(z) ∈ UCV (α), clasa funcţiilor uniform convexe de ordin α, dacă şi numai dacă zf ′(z) ∈ SP (α).

1.11 Funcţii α-convexe

Definiţia 1.11.1 [85] Fie funcţia f ∈ A şi fie numărul α ∈ R. Funcţia f se numeşte α-convexă ı̂n

discul unitate (sau, pe scurt, α-convexă), dacă Re J(α, f ; z) > 0, z ∈ U , unde

(1.11.1) J(α, f ; z) = (1− α)
zf ′(z)

f(z)
+ α

(
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

)
.

Notăm cu Mα clasa funcţiilor α-convexe.
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1.12 Operatorii Sălăgean, Ruscheweyh şi Bernardi-Libera

Definiţia 1.12.1 [118] Pentru o funcţie f ∈ H(U), n ∈ N, operatorul In definit prin:

I0f(z) = f(z)

I1f(z) = If(z) = zf ′(z)

. . .

Inf(z) = I(In−1f(z)) = z[In−1f(z)]′, z ∈ U, n > 1,

se numeşte operatorul diferenţial al lui Sălăgean.

Definiţia 1.12.2 Pentru f(z) ∈ H(U), n ∈ N, operatorul Rn definit prin:

R0f(z) = f(z)

R1f(z) = zf ′(z)

2R2f(z) = z[R1f(z)]′ +R1f(z)

· · ·
(n+ 1)Rn+1f(z) = z[Rnf(z)]′ + n[Rnf(z)], z ∈ U,

se numeşte operatorul diferenţial Ruscheweyh.

Definiţia 1.12.3

La[f ](z) = F (z) =
1 + a

za

∫ z

0
f(t)ta−1dt,

numit operatorul Bernardi-Libera.

1.13 Principiul subordonării.

Metoda funcţiilor admisibile

Definiţia 1.13.1 [85] Fie f, g ∈ H(U). Spunem că funcţia f este subordonată funcţiei g şi vom

nota

f ≺ g sau f(z) ≺ g(z),

dacă există o funcţie w ∈ H(U), cu w(0) = 0 şi |w(z)| < 1, z ∈ U (adică w ∈ B) astfel ı̂ncât

f(z) = g[w(z)], z ∈ U.

Fie Ω,∆ ⊂ C, funcţia p ∈ H(U) cu proprietatea p(0) = a, a ∈ C şi funcţia ψ : C3 × U → C.

Cu ajutorul metodei funcţiilor admisibile se vor studia implicaţii de forma:

(1.13.1) {ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) : z ∈ U} ⊂ Ω ⇒ p(U) ⊂ ∆.

Definiţia 1.13.2 [85] Fie ψ : C3 × U → C şi fie funcţia h ∈ Hu(U). Dacă funcţia p ∈ H[a, n]

satisface subordonarea diferenţială

(1.13.2) ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) ≺ h(z), z ∈ U

atunci p se numeşte (a, n)-soluţie a acestei subordonări sau pe scurt soluţie a subordonării

diferenţiale (1.13.2).
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Subordonarea (1.13.2) se numeşte subordonare diferenţială de ordinul doi iar funcţia q univa-

lentă ı̂n U , se numeşte (a, n)-dominantă a subordonării diferenţiale, sau mai scurt, dominantă a

subordonării diferenţiale (1.13.2), dacă p(z) ≺ q(z) oricare ar fi funcţia p care satisface subordonarea

(1.13.2).

O dominantă q̃ cu proprietatea q̃ ≺ q oricare ar fi dominanta q pentru subordonarea (1.13.2) se

numeşte cea mai bună (a, n)-dominantă, sau mai simplu, cea mai bună dominantă a subordonării

diferenţiale (1.13.2).

Definiţia 1.13.3 [85] Notăm cu Q mulţimea funcţiilor q care sunt olomorfe şi injective pe U \E(q),

unde

E(q) =

{
ζ ∈ ∂U : lim

z→ζ
q(z) =∞

}
şi ı̂n plus q′(ζ) 6= 0 pentru ζ ∈ ∂U \ E(q). Mulţimea E(q) se numeşte mulţime de excepţie.

Definiţia 1.13.4 [71], [73] Fie Ω ⊂ C, q ∈ Q şi n ∈ N∗. Definim clasa funcţiilor admisibile ca fiind

mulţimea Ψn[Ω, q] a funcţiilor ψ : C3 × U → C care satisfac condiţia de admisibilitate

ψ(r, s, t; z) 6∈ Ω

atunci când

r = q(ζ), s = mζq′(ζ), Re

[
t

s
+ 1

]
≥ mRe

[
ζq′′(ζ)

q′(ζ)
+ 1

]
,

unde z ∈ U , ζ ∈ ∂U \ E(q) şi m ≥ n.

Dacă n = 1, vom nota Ψ1[Ω, q] = Ψ[Ω, q].

Dacă Ω 6= C este un domeniu simplu conex şi h ∈ Hu(U), h(U) = Ω, atunci clasa funcţiilor

admisibile o notăm cu Ψn[h, q].

1.14 Subordonări diferenţiale liniare de ordinul I

Definiţia 1.14.1 [72] O subordonare diferenţială de forma

(1.14.1) A(z)zp′(z) +B(z)p(z) ≺ h(z)

sau

(1.14.2) zp′(z) + P (z)p(z) ≺ h(z)

se numeşte subordonare diferenţială liniară de ordinul ı̂ntâi.

1.15 Subordonări diferenţiale liniare de ordinul II

Definiţia 1.15.1 [72] Prin subordonare diferenţială liniară de ordinul II ı̂nţelegem subordonarea

liniară de forma

(1.15.1) A(z)z2p′′(z) +B(z)zp′(z) + C(z)p(z) +D(z) ≺ h(z),
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unde A,B,C,D şi h sunt funcţii complexe sau mai general

(1.15.2) A(z)z2p′′(z) +B(z)zp′(z) + C(z)p(z) +D(z) ∈ Ω

unde Ω ⊂ C.

1.16 Subordonări diferenţiale de tip Briot-Bouquet

Definiţia 1.16.1 [76] Fie β şi γ ∈ C, β 6= 0, h ∈ Hu(U) cu h(0) = a şi fie p ∈ H[a, n] care verifică

relaţia:

(1.16.1) p(z) +
zp′(z)

βp(z) + γ
≺ h(z).

Această subordonare diferenţială se numeşte subordonare diferenţială de tip Briot-Bouquet.

1.17 Subordonări diferenţiale tari

Considerăm H(U × U) ca fiind clasa funcţiilor analitice ı̂n U × U .

Definiţia 1.17.1 [9] Fie h(z, ζ) o funcţie analitică ı̂n U × U şi fie f(z) o funcţie analitică şi

univalentă ı̂n U . Funcţia f(z) spunem că este subordonată tare funcţiei h(z, ζ), sau că h(z, ζ) este

superordonată tare funcţiei f(z), şi scriem f(z) ≺≺ h(z, ζ), dacă f(z) este subordonată funcţiei

h(z, ζ) ı̂n funcţie de z, pentru toţi ζ ∈ U .

Dacă h(z, ζ) este o funcţie univalentă ı̂n U , pentru toţi ζ ∈ U , atunci f(z) ≺≺ h(z, ζ) dacă

f(0) = h(0, ζ) şi f(U) ⊂ h(U × U).

Observaţia 1.17.1 Dacă h(z, ζ) ≡ h(z) atunci subordonarea tare devine noţiunea cunoscută de

subordonare.

Definim clasele următoare de funcţii din U × U :

Hζ[a, n] = {f ∈ H(U × U) : f(z, ζ) = a+ an(ζ)zn + an+1(ζ)zn+1 + · · · }

cu z ∈ U, ζ ∈ U , ak(ζ) funcţii olomorfe ı̂n U , k ≥ n,

Hζu(U) = {f ∈ Hζ[a, n] : f(·, ζ) univalent in U, pentru toţi ζ ∈ U},

Aζn = {f ∈ Hζ[a, n] : f(z, ζ) = z + a2(ζ)z2 + · · ·+ an(ζ)zn + · · · , z ∈ U, ζ ∈ U}

cu Aζ1 = Aζ, şi

Sζ = {f ∈ Aζn : f(z, ζ) univalent in U × U, z ∈ U, pentru toţi ζ ∈ U}.

Fie

S∗ζ =

{
f ∈ Aζ : Re

zf ′(z, ζ)

f(z, ζ)
> 0, z ∈ U, pentru toţi ζ ∈ U

}
12



clasa funcţiilor stelate ı̂n U × U ,

Kζ =

{
f ∈ Aζ : Re

zf ′′(z, ζ)

f ′(z, ζ)
+ 1 > 0, z ∈ U, pentru toţi ζ ∈ U

}
clasa funcţiilor convexe ı̂n U × U ,

Cζ =

{
f ∈ Aζ : ∃ϕ ∈ Kζ,Re

f ′(z, ζ)

ϕ′(z, ζ)
> 0, z ∈ U, pentru toţi ζ ∈ U

}
clasa funcţiilor aproape convexe ı̂n U × U .

1.18 Superordonări diferenţiale

Problema duală a subordonărilor diferenţiale, cea a determinării de subordonate pentru super-

ordonări diferenţiale, a fost iniţiată de S. S. Miller şi P. T. Mocanu [77] ı̂n anul 2003.

Fie Ω şi ∆ două mulţimi din C, p o funcţie analitică ı̂n discul unitate U şi funcţia ϕ(r, s, t; z) :

C3 × U → C. Se pune problema studierii unor implicaţii de forma

(1.18.1) Ω ⊂ {ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) : z ∈ U} ⇒ ∆ ⊂ p(U).

Definiţia 1.18.1 [77] Fie ϕ : C3×U → C şi fie h analitică ı̂n U . Dacă p şi ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z)

sunt univalente ı̂n U şi satisfac superordonarea diferenţială de ordinul doi

(1.18.2) h(z) ≺ ϕ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z)

atunci p se numeşte o soluţie a superordonării diferenţiale. O funcţie analitică q se numeşte o

subordonată a soluţiilor superordonării diferenţiale sau mai simplu o subordonată dacă q ≺ p,

pentru orice p ce satisface (1.18.2). O subordonată univalentă q̃ ce satisface q ≺ q̃ pentru oricare

subordonate q ale lui (1.18.2) se spune că e cea mai bună subordonată. Aceasta este unică, abstracţie

făcând de o rotaţie ı̂n U .

1.19 Superordonări diferenţiale de tip Briot-Bouquet

Fie β, γ ∈ C, Ω2,∆2 ⊂ C şi fie p ∈ H(U). În această secţiune se consideră problema duală a

determinării condiţiilor pentru care

(1.19.1) Ω1 ⊂
{
p(z) +

zp′(z)

βp(z) + γ
: z ∈ U

}
⇒ ∆1 ⊂ p(U).

În particular suntem interesaţi ı̂n determinarea celei mai largi mulţimi ∆1 ⊂ C pentru care are

loc relaţia (1.19.1).

Dacă mulţimile Ω1,Ω2,∆1,∆2 ⊂ C sunt domenii simple conexe neegale cu C, este posibilă

rescrierea expresiei anterioare ı̂n termeni de subordonare şi superordonare ı̂n următoarele forme:

(1.19.2) p(z) +
zp′(z)

βp(z) + γ
≺ h2(z) ⇒ p(z) ≺ q2(z)
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şi

(1.19.3) h1(z) ≺ p(z) +
zp′(z)

βp(z) + γ
⇒ q1(z) ≺ p(z).

Se numeşte superordonare diferenţială Briot-Bouquet partea stângă a relaţiei (1.19.3), iar

funcţia q1 este numită o subordonată a superordonării diferenţiale. Cea mai bună subordonată

este cea care este superordonată tututor celorlalte subordonate.

1.20 Superordonări diferenţiale tari

Noţiunea de superordonare diferenţială tare a fost introdusă şi dezvoltată de către G. I. Oros

şi Gh. Oros [90], [95], pornind de la conceptul de subordonare diferenţială tare, introdus ı̂n [9] de

către J. A. Antonino şi S. Romaguera.

Fie Ω o mulţime din planul complex C, fie p funcţie analitică ı̂n U şi fie ψ(r, s, t; z, ζ) : C3 ×
U × U → C.

Noţiunile cunoscute ale mulţimii Q şi ale clasei funcţiilor admisibile se rescriu astfel:

Definiţia 1.20.1 [92] Notăm cu Q mulţimea funcţiilor q(·, ζ) analitice şi injective ı̂n raport cu z,

pentru oricare ζ ∈ U , definite pe U − E(q), unde

E(q) = {ξ ∈ ∂U : lim
z→ξ

q(z, ζ) =∞, z ∈ U, ζ ∈ U}.

Subclasa lui Q pentru care f(0, ζ) ≡ a este notată cu Q(a).

Definiţia 1.20.2 [93] Fie Ωζ o mulţime ı̂n C, q(·, ζ) ∈ Q, q′(z, ζ) 6= 0, z ∈ U , ζ ∈ U , şi n ∈ N∗

un ı̂ntreg pozitiv. Clasa funcţiilor admisibile Ψn[Ωζ , q(·, ζ)] este alcătuită din funcţiile de forma

ψ : C3 × U × U → C, care satisfac condiţia de admisibilitate:

(A) ψ(r, s, t; z, ζ) /∈ Ωζ ,

pentru oricare r = q(ξ, ζ), s = m · ξ · q′(ξ, ζ),

Re

[
t

s
+ 1

]
≥ mRe

[
ξq′′(ξ, ζ)

q′(ξ, ζ)
+ 1

]
,

unde z ∈ U , ξ ∈ ∂U \ E(q), ζ ∈ U şi m ≥ n. Scriem Ψ1[Ωζ , q(·, ζ)] ca Ψ[Ωζ , q(·, ζ)].

Definiţia 1.20.3 [95] Fie ϕ : C3 × U × U → C şi fie h(z, ζ) analitică ı̂n U × U . Dacă p(z, ζ) şi

ϕ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ) sunt univalente ı̂n U pentru toţi ζ ∈ U şi satisfac superordonarea

diferenţială tare (de ordinul doi)

(1.20.1) h(z, ζ) ≺≺ ϕ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ),

atunci p(z, ζ) se numeşte soluţie a superordonării diferenţiale tari. O funcţie q(z, ζ) se numeşte

o subordonată a soluţiilor superordonării diferenţiale tari, sau mai simplu o subordonată dacă

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ) pentru toţi p(·, ζ) satisfăcând şi (1.20.1). O subordonată univalentă q̃(z, ζ),

care satisface q(z, ζ) ≺≺ q̃(z, ζ) pentru toate subordonatele q(·, ζ) ale superordonării (1.20.1), este

numită cea mai bună subordonată. Notăm că cea mai bună subordonată este unică, abstracţie

făcând de o rotaţie pe U .
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Capitolul 2

Inegalităţi diferenţiale pentru funcţii

univalente

Capitolul al doilea este dedicat ı̂n ı̂ntregime inegalităţilor diferenţiale.

2.1 Inegalităţi diferenţiale pentru funcţii cu partea reală pozitivă

În această secţiune prezentăm anumite condiţii pentru funcţii complexe definite ı̂n discul unitate,

astfel ı̂ncât inegalitatea diferenţială

Re [A(z)p2(z) +B(z)p(z) + α(zp′(z)− a)
3 − 3aβ

(
zp′(z)− b

2

)2

+

+3a2γ(zp′(z)) + δ] > 0

implică faptul că p este o funcţie cu partea reală pozitivă. Inegalitatea de mai sus este o generalizare

a unei anumite inegalităţi obţinută de B. A. Frasin [34]. Rezultatele acestei secţiuni sunt originale, şi

sunt conţinute ı̂n lucrarea [125]. Particularizând valorile coeficienţilor se evidenţiază rezultatele din

lucrările ”On a certain differential inequality” [126], respectiv ”On a certain differential inequality

I” [127].

Continuând ideile din A. Cătaş [23] obţinem următoarea teoremă.

Teorema 2.1.1 [125] Fie a, b ∈ R+, α, β, γ ∈ C, Re α ≥ 0, α+ β ∈ R+, αa+ βb+ γa ∈ R+,

δ <

(
n3

8
+ a3

)
Re α+

3an2

4
(α+ β) +

3an

2
(αa+ βb+ γa) +

3ab2

4
Re β

şi n un număr ı̂ntreg pozitiv. Considerăm funcţiile A,B : U → C care satisfac

(2.1.1)

(i)Re A(z) > −3n3

8
Re α− 3an2

2
(α+ β)− 3an

2
(αa+ βb+ γa) ;

(ii)Im 2B(z)≤4

[
3n3

8
Re α+

3an2

2
(α+β)+

3an

2
(αa+βb+γa)+ReA(z)

]
·

·
[(

n3

8
+a3

)
Re α+

3an2

4
(α+ β)+

3an

2
(αa+ βb+ γa)+

3ab2

4
Re β−δ

]
.
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Dacă p ∈ H[1, n] şi

(2.1.2) Re [A(z)p2(z) +B(z)p(z) + α(zp′(z)− a)3 − 3aβ

(
zp′(z)− b

2

)2

+

+3a2γ(zp′(z)) + δ] > 0

atunci

Re p(z) > 0.

Observaţia 2.1.1 Pentru a = 1 s-au obţinut rezultate similare ı̂n [23]. Pentru b = 0 s-au obţinut

rezultate anterior de către autoare ı̂n [126], iar pentru a = 1, b = 0 şi δ = 1 obţinem rezultate din

[127].

Luând β = γ = ᾱ ı̂n Teorema 2.1.1, avem

Corolarul 2.1.1 [125] Fie a, b ∈ R+, α ∈ C, Re α ≥ 0,

δ <

(
n3

8
+ a3 +

3an2

2
+

3an

2
(2a+ b) +

3ab2

4

)
· Re α

şi n un număr ı̂ntreg pozitiv. Considerăm funcţiile A,B : U → C cu satisfăcând

(2.1.3)

(i)Re A(z) >

[
−3n3

8
− 3an2 − 3an

2
(2a+ b)

]
Re α;

(ii)Im 2B(z)≤4·
[(

3n3

8
+ 3an2 − 3an

2
(2a+ b)

)
· Re α+ Re A(z)

]
·

·
[(

n3

8
+ a3 +

3an2

2
+

3an

2
(2a+ b) +

3ab2

4

)
Re α−δ

]
.

Dacă p ∈ H[1, n] şi

(2.1.4) Re [A(z)p2(z) +B(z)p(z) + α(zp′(z)− a)3 − 3aᾱ

(
zp′(z)− b

2

)2

+

+3a2ᾱ(zp′(z)) + δ] > 0

atunci Re p(z) > 0.

Luând α+ β = αa+ βb+ γa = α+ γ = 1 ı̂n Teorema 2.1.1, obţinem

Corolarul 2.1.2 [125] Fie a, b ∈ R+, α ∈ C, Re α ≥ 0,

δ <

(
n3

8
+ a3

)
Re α+

3an2

4
+

3an

2
+

3ab2

4
(1− α)

şi n un număr ı̂ntreg pozitiv. Presupunem că funcţiile A,B : U → C satisfac

(2.1.5)

(i) Re A(z) > −3n3

8
Re α− 3an2

2
− 3an

2
;

(ii) Im 2B(z) ≤ 4 ·
[

3n3

8
Re α+

3an2

2
+

3an

2
+ Re A(z)

]
·

·
[(

n3

8
+ a3

)
Re α+

3an2

4
+

3an

2
+

3ab2

4
(1− α)−δ

]
.
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Dacă p ∈ H[1, n] şi

(2.1.6) Re [A(z)p2(z) +B(z)p(z) + α(zp′(z)− a)3 − 3a(1− α)

(
zp′(z)− b

2

)2

+

+3a2(1− α)(zp′(z)) + δ
]
> 0

atunci

Re p(z) > 0.

2.2 Inegalităţi diferenţiale pentru funcţii univalente

În această secţiune vom folosi o regiune parabolică a planului pentru a demonstra anumite

inegalităţi diferenţiale pentru funcţii uniform univalente ı̂n discul unitate U . Aplicând operatorul

diferenţial Sălăgean In, prezentat ı̂n Capitolul I (Definiţia 1.12.1), unei funcţii olomorfe, obţinem

condiţii pentru apartenenţa la SP (α), clasa funcţiilor uniform stelate de ordinul α, la UCV (α),

subclasa funcţiilor uniform convexe de ordinul α, la UCC(α), subclasa funcţiilor uniform aproape

convexe de ordinul α. Rezultatele sunt originale şi se regăsesc ı̂n lucrarea [128].

Teorema următoare oferă o condiţie pentru uniform stelaritate:

Teorema 2.2.1 [128] Fie f ∈ A, n ∈ N∗ ∪ {0}. Dacă operatorul diferenţial aplicat funcţiei f ,

Inf(z), satisface următoarea inegalitate:

(2.2.1) Re

 In+2f(z)
In+1f(z)

− 1

In+1f(z)
Inf(z) − 1

 <
5

3
,

atunci Inf(z) este uniform stelată ı̂n U .

Vom introduce o condiţie suficientă la frontieră pentru funcţiile uniform stelate:

Teorema 2.2.2 [128] Fie f ∈ A, n ∈ N∗ ∪ {0} şi operatorul diferenţial Inf . Dacă

∞∑
k=2

(2k + 1− α)|ak+1| < 1− α

atunci Inf(z) ∈ SP (α).

Următoarea teoremă oferă o condiţie pentru uniform convexitate:

Teorema 2.2.3 [128] Fie f ∈ A, n ∈ N∗∪{0}. Dacă operatorul diferenţial Inf satisface următoarea

inegalitate:

(2.2.2) Re

 In+3f(z)−In+2f(z)
In+2f(z)−In+1f(z)

− 2

In+2f(z)
In+1f(z)

− 1

 < 3

atunci Inf(z) este uniform convexă ı̂n U .
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În teorema următoare se obţin condiţii suficiente la frontieră pentru funcţiile uniform convexe:

Teorema 2.2.4 [128] Fie f ∈ A, n ∈ N∗ ∪ {0} şi operatorul diferenţial Inf . Dacă

(2.2.3)
∞∑
k=2

(k + 1)(2k + 1− α)|ak+1| < 1− α

atunci Inf(z) ∈ UCV (α).

Teoremele următoare oferă suficiente condiţii pentru funcţiile uniform aproape convexe.

Teorema 2.2.5 [128] Fie f ∈ A, n ∈ N∗∪{0}. Dacă operatorul diferenţial Inf satisface următoarea

inegalitate:

(2.2.4) Re (
In+2f(z)

In+1f(z)
− 1) <

1

3
,

atunci Inf(z) este uniform aproape convexă ı̂n U .

Teorema 2.2.6 [128] Fie f ∈ A, n ∈ N∗∪{0} şi operatorul diferenţial Inf . Dacă Inf(z) satisface

următoarea inegalitate:

(2.2.5)
∞∑
k=2

(k + 1)|ak+1| <
1− α

2
,

atunci Inf(z) ∈ UCC(α).

2.3 Condiţii suficiente de univalenţă ale unor operatori integrali

În această secţiune vom determina condiţii suficiente de univalenţă ale unor operatori integrali,

folosind anumite criterii de univalenţă obţinute de către Ahlfors [3], Becker [11] şi Pascu [101].

Rezultatele acestei secţiuni sunt obţinute ı̂n colaborare şi sunt conţinute ı̂n lucrările [134], respectiv

[135].

Teorema 2.3.1 [134] Fie M ≥ 1 şi α ∈ C, Re α > 0, α 6= 1, şi c număr complex cu |c| ≤ 1,

c 6= −1. Fie funcţia g ∈ A, satisfăcând condiţiile

(2.3.1) |g(z)

z
| ≤ 3M − 2,

(2.3.2)

∣∣∣∣z2g′(z)g2(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

3M − 2
,

pentru toţi z ∈ U , şi

(2.3.3) |c|+ 3|α− 1|
|α|

≤ 1,

atunci funcţia

(2.3.4) Gα,M (z) =

[
α

M

∫ z

0
u
α
M
−1
[
g(u)

u

]α−1

M2

du

]M
α

este ı̂n clasa S.
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Observaţia 2.3.1 Pentru M = 1, obţinem rezultatul din V. Pescar [105].

Teorema 2.3.2 [134] Fie M ≥ 1 şi α ∈ C, Re α > 0, α 6= 1, şi β un număr complex cu Re β >

Re α. Fie funcţia g satisfăcând condiţia

(2.3.5)

∣∣∣∣zg′(z)g(z)
− 1

∣∣∣∣ < M

3

pentru toţi z ∈ U , şi

(2.3.6) |α| < 3Re α,

atunci funcţia

(2.3.7) Hα,β,M (z) =

[
β

∫ z

0
uβ−1

[
g(u)

u

] α
M

du

] 1
β

este ı̂n clasa S.

Observaţia 2.3.2 Pentru M = 1, β = 1, rezultatul a fost obţinut ı̂n [11].

Teorema 2.3.3 [135] Fie M ≥ 1, α ∈ C, Re α > 0, α 6= 1, şi c un număr complex cu |c| ≤ 1,

c 6= −1. Fie funcţia g satisfăcând condiţia

(2.3.8) |g(z)

z
| ≤M,

(2.3.9)

∣∣∣∣z2g′(z)g2(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 2M − 1

M

pentru toţi z ∈ U , şi

(2.3.10) |c|+ 3|α− 1| ≤ 1

atunci funcţia

(2.3.11) Tα,M (z) =

∫ z

0

[
g(u)

u

]α−1
M

du

este ı̂n clasa S.

Observaţia 2.3.3 Pentru M = 1, condiţia (2.3.9) exprimă o condiţie suficientă pentru univalenţa

funcţiei g şi acest rezultat poate fi găsit ı̂n [[100], Lema C].
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Capitolul 3

Subordonări diferenţiale

Al treilea capitol este alcătuit dintr-o singură secţiune care conţine ı̂n ı̂ntregime rezultate

originale, obţinute ı̂n colaborare, regăsite ı̂n lucrarea [136]. Se utilizează tehnica subordonărilor

diferenţiale şi operatorul diferenţial Sălăgean pentru stabilirea proprietăţilor unei clase de funcţii

olomorfe convexe.

3.1 Funcţii univalente definite prin operatorul diferenţial Sălăgean

Folosim operatorul cunoscut In (v. Definiţia 1.12.1) pentru a introduce o clasă de funcţii olo-

morfe Sn(β).

Definiţia 3.1.1 [97] Dacă 0 ≤ β < 1 şi n ∈ N, fie Sn(β) clasa funcţiilor f ∈ A, care satisfac

inegalitatea:

Re (Inf)′(z) > β, z ∈ U.

Teorema 3.1.1 [136] Clasa de funcţii univalente Sn(β) este convexă.

Pentru clasa Sn(β) introducem un nou operator integral şi studiem subordonările diferenţiale

obţinute.

Teorema 3.1.2 [136] Fie q o funcţie convexă din U , q(0) = 1 şi fie

h(z) = q(z) +
1

c+ 2
zq′(z), z ∈ U,

unde c este un număr complex, cu Re c > −2.

Dacă f ∈ Sn(β) şi F = Ic(f) este dat de operatorul integral

(3.1.1) F (z) = Ic(f)(z) =
c+ 2

zc+1

∫ z

0
tcf(t)dt, Re c > −2,

atunci

(3.1.2) [Inf(z)]′ ≺ h(z), z ∈ U

implică

[InF (z)]′ ≺ q(z), z ∈ U,

şi acest rezultat este exact.
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Teorema 3.1.3 [136] Fie Re c > −2 şi

(3.1.3) w =
1 + |c+ 2|2 − |c2 + 4c+ 3|

4Re (c+ 2)
.

Fie h o funcţie analitică ı̂n U cu h(0) = 1 şi presupunem că

Re
zh′′(z)

h′(z)
+ 1 > −w.

Dacă f ∈ Sn(β) şi F = Ic(f), unde F este definit de (3.1.1), atunci

(3.1.4) [Inf(z)]′ ≺ h(z), z ∈ U

implică

[InF (z)]′ ≺ q(z), z ∈ U,

unde q este soluţia ecuaţiei diferenţiale

q(z) +
1

c+ 2
zq′(z) = h(z), h(0) = 1,

dat de

q(z) =
c+ 2

zc+2

∫ z

0
tc+1h(t)dt, z ∈ U.

De asemenea q este cea mai bună dominantă.

Observaţia 3.1.1 [136] Dacă considerăm

h(z) =
1 + (2β − 1)z

1 + z

ı̂n Teorema 3.1.3, obţinem următorul Corolar.

Corolarul 3.1.1 [136] Dacă 0 ≤ β < 1, n ∈ N, Re c > −2 şi Ic este definit de (3.1.1), atunci

Ic[Sn(β)] ⊂ Sn(δ),

unde δ = min
|z|=1

Re q(z) = δ(c, β), acest rezultat fiind exact. De asemenea

(3.1.5) δ = δ(c, β) = 2β − 1 + (c+ 2)(2− 2β)σ(c),

unde

(3.1.6) σ(x) =

∫ 1

0

tx+1

1 + t
dt.

Observaţia 3.1.2 Dacă considerăm cazul particular n = 0, β = 0, c = −1, atunci

h(z) =
1− z
1 + z

.

În Corolarul 3.1.1 obţinem

[I0F (z)]′ = F (z) ≺ q(z) = −1 +
2

z
· ln 2,

Re F (z) ≥ δ(−1, 0) = −1 + ln 4,

deci

Ic[S0(0)] ⊂ S0(δ).

.
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Capitolul 4

Subordonări diferenţiale tari

Capitolul patru este rezervat subordonărilor diferenţiale tari, fiind constituit din trei secţiuni

ce conţin numai rezultate originale regăsite ı̂n lucrările autoarei [129], [130], [131].

4.1 Subordonări diferenţiale tari obţinute prin intermediul unui

operator integral

În această secţiune definim o nouă clasă de funcţii Smn (α), şi studiem subordonări diferenţiale

tari obţinute folosind proprietăţile operatorului integral Sălăgean. Rezultatele sunt originale şi se

regăsesc ı̂n lucrarea [129].

Definiţia 4.1.1 [129] Fie α > 1 şi m,n ∈ N. Notăm cu Smn (α) mulţimea funcţiilor f ∈ Aζn care

satisfac inegalitatea

Re[Imf(z, ζ)]′z > α, z ∈ U, ζ ∈ U.

Teorema 4.1.1 [129] Dacă α < 1 şi m,n ∈ N, atunci

Smn (α) ⊂ Sm+1
n (δ),

unde

δ = δ(α, ζ, n) = 2α− ζ +
2(ζ − α)

n
σ(

1

n
)

şi

(4.1.1) σ(x) =

∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt.

Teorema 4.1.2 [129] Fie h(z, ζ) o funcţie analitică din U × U cu h(0, ζ) = 1, h′(0, ζ) 6= 0, care

satisface inegalitatea

Re[1 +
zh′′(z, ζ)

h′(z, ζ)
] > −1

2
.

Dacă f(z, ζ) ∈ Aζn şi verifică subordonarea diferenţială tare

(4.1.2) [Imf(z, ζ)]′ ≺≺ h(z, ζ),
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atunci

[Im+1f(z, ζ)]′ ≺≺ g(z, ζ),

unde

g(z, ζ) =
1

nz
1
n

∫ z

0
h(t, ζ)t

1
n
−1dt.

Funcţia g(z, ζ) ∈ Kζ şi este cea mai bună dominantă.

Teorema 4.1.3 [129] Fie g(z, ζ) ∈ Kζ o funcţie cu g(0, ζ) = 1 şi presupunem că

h(z, ζ) = g(z, ζ) + zg′(z, ζ), z ∈ U, ζ ∈ U.

Dacă f(z, ζ) ∈ Aζn şi verifică subordonarea diferenţială tare

(4.1.3) [Imf(z, ζ)]′ ≺≺ h(z, ζ),

atunci

[Im+1f(z, ζ)]′ ≺≺ g(z, ζ).

Teorema 4.1.4 [129] Fie g(z, ζ) ∈ Kζ o funcţie cu g(0, ζ) = 1, şi funcţia h(z, ζ) dată prin

h(z, ζ) = g(z, ζ) + nzg′(z, ζ).

Dacă f(z, ζ) ∈ Aζn şi verifică subordonarea diferenţială tare

(4.1.4) [Imf(z, ζ)]′ ≺≺ h(z, ζ),

atunci
Imf(z, ζ)

z
≺≺ g(z, ζ).

4.2 Subordonări diferenţiale tari obţinute cu

operatorul Ruscheweyh

În această secţiune definim o nouă clasă de funcţii univalente Rζmn (α), şi studiem noi subor-

donări diferenţiale tari folosind proprietăţile operatorului Ruscheweyh. Rezultatele sunt originale

şi se regăsesc ı̂n lucrarea [130].

Definiţia 4.2.1 [130] Fie α < 1 şi m,n ∈ N. Notăm cu Rζmn (α) mulţimea funcţiilor f ∈ Aζn care

satisfac inegalitatea

(4.2.1) Re[Rmf(z, ζ)]′z > α, z ∈ U, ζ ∈ U.

Teorema 4.2.1 [130] Dacă α < 1 şi m,n ∈ N, atunci

Rζm+1
n (α) ⊂ Rζmn (δ),

unde

(4.2.2) δ = δ(α, ζ, n,m) = 2α− ζ + 2(ζ − α)
m+ 1

n
σ(
m+ 1

n
)

şi

(4.2.3) σ(x) =

∫ z

0

tx−1

1 + t
dt.
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Teorema 4.2.2 [130] Fie q(z, ζ) ∈ Kζ o funcţie cu q(0, ζ) = 1, şi fie h(z, ζ) o funcţie analitică

dată de

(4.2.4) h(z, ζ) = q(z, ζ) +
1

m+ 1
zq′(z, ζ), z ∈ U, ζ ∈ U.

Dacă f ∈ Aζn şi are loc subordonarea diferenţială tare

(4.2.5) [Rm+1f(z, ζ)]′ ≺≺ h(z, ζ),

atunci

[Rmf(z, ζ)]′ ≺≺ q(z, ζ)

şi acesta este cel mai bun rezultat.

Teorema 4.2.3 [130] Fie h(z, ζ) o funcţie analitică din U × U cu h(0, ζ) = 1, h′(0, ζ) 6= 0, care

satisface inegalitatea

(4.2.6) Re[1 +
zh′′(z, ζ)

h′(z, ζ)
] > − 1

2(m+ 1)
,m ≥ 0.

Dacă f(z, ζ) ∈ Aζn şi are loc subordonarea diferenţială tare

(4.2.7) [Rm+1f(z, ζ)]′ ≺≺ h(z, ζ),

atunci

[Rmf(z, ζ)]′ ≺≺ q(z, ζ),

unde

(4.2.8) q(z, ζ) =
m+ 1

nz
m+1
n

∫ z

0
h(t, ζ)t

m+1
n
−1dt.

Funcţia q(z, ζ) ∈ Kζ şi este cea mai bună dominantă.

Teorema 4.2.4 [130] Fie q(z, ζ) ∈ Kζ o funcţie cu q(0, ζ) = 1 şi presupunem că

h(z, ζ) = q(z, ζ) + nzq′(z, ζ), z ∈ U, ζ ∈ U, n ∈ N.

Dacă f(z, ζ) ∈ Aζn şi are loc subordonarea diferenţială tare

(4.2.9) [Rmf(z, ζ)]′ ≺≺ h(z, ζ),

atunci
[Rmf(z, ζ)]

z
≺≺ q(z, ζ).
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4.3 Subclase de funcţii α−uniform convexe obţinute utilizând un

operator integral şi teoria subordonărilor diferenţiale tari

În această secţiune definim anumite subclase de funcţii α−uniform convexe ı̂n raport cu un

domeniu convex inclus ı̂n semiplanul drept D, obţinute utilizând un operator integral şi teoria

subordonărilor diferenţiale tari. Rezultatele sunt originale şi se regăsesc ı̂n lucrarea [131].

Definiţia 4.3.1 [12] Se consideră operatorul integral La : Aζn → Aζn definit astfel:

(4.3.1) f(z, ζ) = LaF (z, ζ) =
1 + a

za

∫ z

0
F (t, ζ)ta−1dt, a ∈ C, Re a ≥ 0.

În cazul La : A → A, a = 1, 2, 3, · · · , acest operator a fost introdus de S. D. Bernardi [12].

Pentru mai multe detalii vezi Definiţia 1.12.3.

Definiţia 4.3.2 [67] Fie α ∈ [0, 1] şi f(z, ζ) ∈ Aζn.

Spunem că f(z, ζ) este o funcţie α−uniform convexă dacă

Re

[
(1− α)

zf ′(z, ζ)

f(z, ζ)
+ α(1 +

zf ′′(z, ζ)

f ′(z, ζ)
)

]
≥
∣∣∣∣(1− α)(

zf ′(z, ζ)

f(z, ζ)
− 1) + α

zf ′′(z, ζ)

f ′(z, ζ)

∣∣∣∣ ,
z ∈ U , pentru oricare ζ ∈ U .

Notăm această clasă cu UMζα.

În cele ce urmează folosim operatorul diferenţial Sălăgean (v. Definiţia 1.12.1), adaptat claselor

de funcţii definite ı̂n Capitolul I, secţiunea 17.

Definiţia 4.3.3 [67] Fie α ∈ [0, 1] şi n ∈ N.

Spunem că f(z, ζ) ∈ Aζn este ı̂n clasa UDζn,α(β, γ), β ≥ 0, γ ∈ [−1, 1), β + γ ≥ 0, dacă

Re

[
(1− α)

In+1f(z, ζ)

Inf(z, ζ)
+ α

In+2f(z, ζ)

In+1f(z, ζ)

]
≥

≥ β
∣∣∣∣(1− α)

In+1f(z, ζ)

Inf(z, ζ)
+ α

In+2f(z, ζ)

In+1f(z, ζ)
− 1

∣∣∣∣+ γ.

Definiţia 4.3.4 [15] Funcţia f(z, ζ) ∈ Aζn este n-stelată ı̂n raport cu domeniul convex D inclus

ı̂n semiplanul drept, dacă expresia diferenţială
In+1f(z, ζ)

Inf(z, ζ)
ia valori ı̂n domeniul D.

Observaţia 4.3.1 Dacă considerăm q(z, ζ) funcţie univalentă cu q(0, ζ) = 1, Re q(z, ζ) > 0,

q′(0, ζ) > 0, care transformă discul unitate U ı̂n domeniul convex D, avem:

In+1f(z, ζ)

Inf(z, ζ)
≺≺ q(z, ζ).

Denumim cu S∗ζn(q) clasa tuturor acestor funcţii.

Fie q(z, ζ) funcţia univalentă cu q(0, ζ) = 1, q′(0, ζ) > 0, care transformă discul unitate U

ı̂ntr-un domeniu convex D inclus ı̂n semiplanul drept.
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Definiţia 4.3.5 [1] Fie f(z, ζ) ∈ Aζn şi α ∈ [0, 1]. Spunem că f este o funcţie α−uniform convexă

ı̂n raport cu D, dacă

J(α, f ; z, ζ) = (1− α)
zf ′(z, ζ)

f(z, ζ)
+ α(1 +

zf ′′(z, ζ)

f ′(z, ζ)
) ≺≺ q(z, ζ).

Notăm această clasă cu UMζα(q).

Teorema 4.3.1 [131] Pentru toţi α, α′ ∈ [0, 1] cu α < α′ avem UMζα′(q) ⊂ UMζα(q).

Teorema 4.3.2 [131] Dacă F (z, ζ) ∈ UMζα(q) atunci f(z, ζ) = LaF (z, ζ) ∈ S∗ζ0(q), unde La

este operatorul integral definit de (4.3.1) şi α ∈ [0, 1].

Definiţia 4.3.6 [1] Fie f(z, ζ) ∈ Aζn şi α ∈ [0, 1], n ∈ N. Spunem că f este o funcţie α−n−uniform

convexă ı̂n raport cu D, dacă

Jn(α, f ; z, ζ) = (1− α)
In+1f(z, ζ)

Inf(z, ζ)
+ α

In+2f(z, ζ)

In+1f(z, ζ)
≺≺ q(z, ζ).

Notăm această clasă cu UDζn,α(q).

Teorema 4.3.3 [131] Pentru toţi α, α′ ∈ [0, 1] cu α < α′ avem UDζn,α′(q) ⊂ UDζn,α(q).

Teorema 4.3.4 [131] Dacă F (z, ζ) ∈ UDζn,α(q), atunci f(z, ζ) = LaF (z, ζ) ∈ Sζ∗n(q), unde La

este operatorul integral definit ı̂n (4.3.1).
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Capitolul 5

Superordonări diferenţiale tari

Capitolul al cincilea tratează superordonări diferenţiale tari de ordinul ı̂ntâi, cea mai bună sub-

ordonată a unei superordonări diferenţiale tari, superordonări diferenţiale tari obţinute cu operatori

cunoscuţi.

5.1 Superordonări diferenţiale tari de ordinul ı̂ntâi

În această secţiune studiem cazul special al superordonărilor diferenţiale tari de ordinul ı̂ntâi.

Rezultatele sunt originale şi se regăsesc ı̂n lucrarea [98].

În articolul [91], folosind definiţiile date de Pommerenke [108], Miller şi Mocanu [76], se introduce

noţiunea de lanţ de subordonare tare (pornind de la lanţ Löwner v. Definiţia 1.13.5) ca fiind:

Definiţia 5.1.1 [91] Funcţia L : U × U × [0,∞) → C este un lanţ de subordonare tare (sau lanţ

Löwner tare) dacă L(z, ζ; t) este analitică şi univalentă ı̂n U pentru oricare ζ ∈ U , t ≥ 0, L(z, ζ; t)

este o funcţie continuă diferenţiabilă de t ı̂n [0,∞) pentru toţi z ∈ U , ζ ∈ U , şi L(z, ζ; s) ≺≺
L(z, ζ; t), unde 0 ≤ s ≤ t.

Teorema 5.1.1 [98] Fie h1(z, ζ) convexă ı̂n U , pentru toţi ζ ∈ U cu h1(0, ζ) = a, γ 6= 0 cu

Re γ > 0 şi p ∈ Hζ[a, 1] ∩Q.

Dacă p(z, ζ) +
zp′(z, ζ)

γ
este univalentă ı̂n U , pentru toţi ζ ∈ U , şi au loc

(5.1.1) h1(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ) +
zp′(z, ζ)

γ
,

(5.1.2) q1(z, ζ) =
γ

zγ

∫ z

0
h1(t, ζ)tγ−1dt,

atunci

q1(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ).

Funcţia q1(z, ζ) este convexă şi este cea mai bună subordonată.

Teorema 5.1.2 [98] Fie q(z, ζ) convexă ı̂n U , pentru toţi ζ ∈ U şi fie h(z, ζ) definită prin

(5.1.3) q(z, ζ) +
zq′(z, ζ)

γ
= h(z, ζ), z ∈ U, ζ ∈ U, Re γ > 0.
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Dacă p(z, ζ) ∈ Hζ[a, 1] ∩Q, p(z, ζ) +
zp′(z, ζ)

γ
este univalentă ı̂n U , pentru toţi ζ ∈ U şi satisface

(5.1.4) h(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ) +
zp(z, ζ)

γ
,

atunci

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ),

unde

q(z, ζ) =
γ

zγ

∫ z

0
h(t, ζ)tγ−1dt.

Funcţia q este cea mai bună subordonată.

Observaţia 5.1.1 Această ultimă teoremă este un exemplu de soluţie la Problema 3 la care ne-am

referit ı̂n Capitolul I, secţiunea 1.20.

Următoarea teoremă este exemplu de soluţie la Problema 2 (Capitolul I, secţiunea 1.20). Ea

implică superordonări diferenţiale tari pentru care funcţia subordonată h este o funcţie stelată.

Teorema 5.1.3 [98] Fie h(z, ζ) funcţie stelată ı̂n U , pentru toţi ζ ∈ U , cu h(0, ζ) = 0. Dacă

p(z, ζ) ∈ Hζ[0, 1] ∩Q şi zp′(z, ζ) este univalentă ı̂n U , pentru toţi ζ ∈ U , atunci

(5.1.5) h(z, ζ) ≺≺ zp(z, ζ)

implică

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ),

unde

(5.1.6) q(z, ζ) =

∫ z

0
h(t, ζ)tγ−1dt.

Funcţia q(z, ζ) ∈ Kζ este cea mai bună subordonată.

5.2 Cea mai bună subordonată a unei superordonări diferenţiale

tari

În această secţiune studiem cea mai bună subordonată a unei anumite superordonări diferenţiale

tari. Rezultatele sunt originale şi se regăsesc ı̂n lucrarea [99].

Pentru Ωζ domeniu ı̂n C, considerăm relaţia de superordonare diferenţială tare

(5.2.1) Ωζ ⊂ {ϕ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ)}, z ∈ U, ζ ∈ U.

Teorema 5.2.1 [99] Fie Ωζ ∈ C, fie q(·, ζ) ∈ Hζ[a, n] şi fie ψ ∈ Ψn[Ωζ , q(·, ζ)]. Dacă p(·, ζ) ∈ Q(a)

şi ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ) este univalentă ı̂n U pentru toţi ζ ∈ U , atunci

(5.2.2) Ωζ ⊂ {ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ)},

implică

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ).
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Considerăm situaţia specială ı̂n care h(z, ζ) este analitică ı̂n U × U şi h(U × U) = Ωζ 6= C,

atunci Teorema 5.2.1 devine:

Teorema 5.2.2 [99] Fie q(z, ζ) ∈ Hζ[a, n], fie h(z, ζ) analitică ı̂n U × U şi fie ψ ∈
Ψn[h(z, ζ), q(z, ζ)]. Dacă p(z, ζ) ∈ Q(a) şi ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ) este univalentă ı̂n

U pentru toţi ζ ∈ U , atunci

h(z, ζ) ≺≺ ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ)

implică

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ).

Observaţia 5.2.1 Concluzia Teoremei 5.2.2 poate fi formulată ı̂n forma generalizată:

h(w(z), ζ) ≺≺ ψ(p(w(z)), w(z)p′(w(z), ζ), w2(z)p′′(w(z), ζ);w(z), ζ)

unde w : U → U , z ∈ U , ζ ∈ U .

Rezultatul din Teorema 5.2.2 poate fi extins ı̂n următoarea teoremă, la acele situaţii ı̂n care

comportamentul lui q(z, ζ) la frontiera lui U este necunoscut.

Teorema 5.2.3 [99] Fie h(z, ζ) şi q(z, ζ) univalentă ı̂n U pentru toţi ζ ∈ U , cu q(0, ζ) = a şi

qρ(z, ζ) = q(ρz, ζ) iar hρ(z, ζ) = h(ρz, ζ).

Fie ψ : C3 × U × U → C satisfăcând una dintre relaţiile

(i) ψ ∈ Ψn[h(z, ζ), qρ(z, ζ)] pentru anumiţi ρ ∈ (0, 1), sau

(ii) există ρ0 ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât ψ ∈ Ψn[hρ(z, ζ), qρ(z, ζ)] pentru toţi ρ ∈ (ρ0, 1).

Dacă p(z, ζ) ∈ Hζ[a, n], ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ) este univalentă ı̂n U pentru toţi

ζ ∈ U şi

(5.2.3) h(z, ζ) ≺≺ ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ)

atunci

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ).

Următoarea teoremă furnizează existenţa celei mai bune subordonate a superordonării

diferenţiale tari (5.2.3) pentru anumiţi ψ, şi mai oferă, de asemenea, o metodă pentru obţinerea

celei mai bune subordonate pentru cazurile n = 1 şi n > 1.

Teorema 5.2.4 [99] Fie h(z, ζ) univalentă ı̂n U pentru toţi ζ ∈ U şi fie ψ : C3 × U × U → C.

Presupunem că ecuaţia diferenţială

(5.2.4) ψ(q(z, ζ), zq′(z, ζ), z2q′′(z, ζ); z, ζ) = h(z, ζ), z ∈ U, ζ ∈ U

are o soluţie q(z, ζ) ∈ Q(a). Dacă ψ ∈ Ψ[h(z, ζ), q(z, ζ)], p(z, ζ) ∈ Q(a) şi

ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ) este univalentă ı̂n U pentru toţi ζ ∈ U , atunci

(5.2.5) h(z, ζ) ≺≺ ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ)

implică

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ)

şi q(z, ζ) este cea mai bună subordonată.
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Din această teoremă vedem că problema găsirii celei mai bune subordonate a (5.2.5) se re-

duce la a arăta că ecuaţia diferenţială (5.2.4) are o soluţie univalentă, şi la a verifica dacă

ψ ∈ Ψ[h(z, ζ), q(z, ζ)].

Concluzia teoremei poate fi formulată ı̂n forma simetrică:

(5.2.6) ψ(q(z, ζ), zq′(z, ζ), z2q′′(z, ζ); z, ζ) ≺≺ ψ(p(z, ζ), zp′(z, ζ), z2p′′(z, ζ); z, ζ)

implică

q(z, ζ) ≺≺ p(z, ζ).

5.3 Superordonări diferenţiale tari obţinute cu operatori

cunoscuţi

În această secţiune obţinem noi superordonări diferenţiale tari folosind derivata Ruscheweyh şi

operatorul diferenţial Sălăgean. Rezultatele sunt originale şi se regăsesc ı̂n lucrările [132] şi [133].

Teorema 5.3.1 [132] Fie q(z, ζ) din clasa Kζ cu q(0, ζ) = 1, şi h(z, ζ) definită prin

(5.3.1) h(z, ζ) = q(z, ζ) +
1

m+ 1
zq′(z, ζ), z ∈ U, ζ ∈ U.

Fie f ∈ Aζ şi presupunem că [Rm+1f(z, ζ)]′ funcţie univalentă şi [Rmf(z, ζ)]′ ∈ Hζ[1, 1]∩Q, unde

Rmf este operatorul definit ı̂n 1.12.2.

Dacă are loc superordonarea diferenţială tare

(5.3.2) h(z, ζ) ≺≺ [Rm+1f(z, ζ)]′,

atunci

q(z, ζ) ≺≺ [Rmf(z, ζ)]′

şi acesta este cel mai bun rezultat.

Teorema 5.3.2 [132] Fie h(z, ζ) funcţie analitică ı̂n U × U , cu h(0, ζ) = 1, h′(0, ζ) 6= 0, care

satisface inegalitatea

(5.3.3) Re[1 +
zh′′(z, ζ)

h′(z, ζ)
] > − 1

2(m+ 1)
,m ≥ 0.

Fie f ∈ Aζ şi presupunem că [Rm+1f(z, ζ)]′ funcţie univalentă, şi [Rmf(z, ζ)]′ ∈ Hζ[1, 1] ∩Q.

Dacă are loc superordonarea diferenţială tare

(5.3.4) h(z, ζ) ≺≺ [Rm+1f(z, ζ)]′,

atunci

q(z, ζ) ≺≺ [Rmf(z, ζ)]′

unde

(5.3.5) q(z, ζ) =
m+ 1

zm+1

∫ z

0
h(t, ζ)tmdt.

Funcţia q(z, ζ) ∈ Kζ şi este cea mai bună subordonată.
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Teorema 5.3.3 [133] Fie h(z, ζ) funcţie analitică din U × U , cu h(0, ζ) = 1, h′(0, ζ) 6= 0, care

satisface inegalitatea

Re[1 +
zh′′(z, ζ)

h′(z, ζ)
] > −1

2
, z ∈ U, ζ ∈ U.

Fie f ∈ Aζ şi presupunem că [Im+1f(z, ζ)]′ funcţie univalentă, cu [Imf(z, ζ)]′ ∈ Hζ[1, 1] ∩Q.

Dacă are loc superordonarea diferenţială tare

(5.3.6) h(z, ζ) ≺≺ [Im+1f(z, ζ)]′,

atunci

q(z, ζ) ≺≺ [Imf(z, ζ)]′

unde

q(z, ζ) =
1

z

∫ z

0
h(t, ζ)dt.

Funcţia q(z, ζ) ∈ Kζ şi este cea mai bună subordonată.

Teorema 5.3.4 [133] Fie q(z, ζ) ∈ Kζ şi h(z, ζ) definită prin

(5.3.7) h(z, ζ) = q(z, ζ) + zq′(z, ζ), z ∈ U, ζ ∈ U.

Fie f ∈ Aζ şi presupunem că [Imf(z, ζ)]′ funcţie univalentă,
Imf(z, ζ)

z
∈ Hζ[1, 1] ∩Q.

Dacă are loc superordonarea diferenţială tare

(5.3.8) h(z, ζ) ≺≺ [Imf(z, ζ)]′,

atunci

q(z, ζ) ≺≺ Imf(z, ζ)

z

unde q este dată de (5.3.5).

Funcţia q este cea mai bună subordonată.
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Capitolul 6

Funcţii armonice

Acest capitol, dedicat funcţiilor armonice, este structurat ı̂n cinci părţi, primele patru

cuprind noţiuni şi rezultate de bază asupra transformărilor armonice, funcţiilor armonice, tratează

reprezentarea canonică a unei funcţii armonice şi clasa S0
H a funcţiilor armonice univalente. Ultima

secţiune conţine rezultate originale, aici definim şi investigăm o nouă clasă de funcţii armonice mul-

tivalente definită ı̂n discul unitate, sub anumite condiţii care implică un nou operator de derivare

generalizat.

Rezultatele secţiunilor 6.1−6.4 sunt cuprinse ı̂n lucrările cunoscute P. Duren [31], P. Hamburg,

P. T. Mocanu, N. Negoescu [51], James Clunie şi Terry Sheil-Small [28].

6.1 Noţiuni de bază pentru funcţiile armonice. Transformări ar-

monice

Definiţia 6.1.1 O funcţie reală u(x, y), u : D ⊂ R2 → R se numeşte armonică dacă satisface

ecuaţia lui Laplace:

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Definiţia 6.1.2 O transformare bijectivă u = u(x, y), v = v(x, y) dintr-o regiune D a planului

xOy ı̂ntr-o regiune Ω a planului uOv este o transformare armonică dacă ambele funcţii u, v sunt

armonice.

Observaţia 6.1.1 Este convenabilă utilizarea notaţiei complexe

z = x+ iy, w = u+ iv

cu

w = f(z) = u(z) + iv(z).

O funcţie armonică de variabile complexe este o transformare armonică a unui domeniu D ⊂ C
dacă şi numai dacă este univalentă ı̂n D.

Observaţia 6.1.2 Din ecuaţiile Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
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şi din existenţa derivatelor superioare, reiese că fiecare funcţie analitică este armonică.

Definiţia 6.1.3 Jacobianul unei funcţii f = u+ iv este determinantul

Jf (z) =

∣∣∣∣∣ ux vx

uy vy

∣∣∣∣∣ = uxvy − uyvx.

Dacă f este analitică, atunci Jacobianul său are forma:

Jf (z) = (ux)2 + (vx)2 = |f ′(z)|2.

Pentru funcţiile analitice f , Jf (z) 6= 0 dacă şi numai dacă f este local univalentă ı̂n z. Hans

Lewy arată ı̂n 1936 că această afirmaţie rămâne adevărată pentru transformările armonice.

Prin perspectiva teoremei lui Lewy, transformările armonice sunt ori cele care păstrează sensul

(sau păstrează orientarea) cu Jf (z) > 0, ori cele care inversează sensul cu Jf (z) < 0 ı̂n tot domeniul

D unde f este univalentă.

6.2 Reprezentarea canonică a unei funcţii armonice

Într-un domeniu simplu conex D ⊂ C, o funcţie complexă armonică are reprezentarea canonică

f = h + g, unde h şi g sunt funcţii analitice din D. Această reprezentare este unică abstracţie

făcând şi de o constantă aditivă.

Observaţia 6.2.1 Pentru o transformare armonică f a discului unitate U , este convenabilă

alegerea constantei aditive aşa ı̂ncât g(0) = 0.

Observaţia 6.2.2 Funcţia h este partea analitică a lui f iar funcţia g este partea coanalitică a lui

f .

Observaţia 6.2.3 În orice domeniu simplu conex putem scrie f = h+ ḡ, unde h şi g analitice ı̂n

D. O condiţie necesară şi suficientă pentru ca f să fie multivalentă şi să păstreze sensul ı̂n D este

ca |h′(z)| > |g′(z)|, z ∈ D.

6.3 Clasa S0
H a funcţiilor armonice univalente

O funcţie f = h+ g armonică ı̂n discul unitate deschis U poate fi exprimată sub forma

f(reiθ) =
∞∑
−∞

anr
|n|einθ, 0 ≤ r < 1,

unde

h(z) =
∞∑
0

anz
n, g(z) =

∞∑
1

anz
n.

33



Definiţia 6.3.1 Se notează cu SH clasa tuturor transformărilor armonice care păstrează sensul,

definite pe discul unitate U , normate şi univalente.

Atunci o transformare f din SH admite reprezentarea f = h+ g, unde

h(z) = z +
∞∑
n=0

anz
n, g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n

sunt funcţii analitice ı̂n U , cu h(0) = 0, h′(0) = 1, a0 = b0 = 0 şi a1 = 1.

Observaţia 6.3.1 SH este o familie normală: fiecare şir de funcţii ı̂n SH are un subşir care converge

local uniform ı̂n U .

Definiţia 6.3.2 Clasa funcţiilor f ∈ SH cu g′(0) = 0 se notează cu S0
H ,

S0
H = {f ∈ SH : g′(0) = b1 = 0}.

Teorema 6.3.1 (Clunie şi Sheil Small) [28] Clasa S0
H este o familie compactă şi normală.

Observaţia 6.3.2 Această proprietate face ca S0
H să fie mai promiţătoare decât clasa SH din

punctul de vedere al corectei generalizări a familiei S a funcţiilor univalente analitice.

6.4 Funcţii armonice multivalente definite cu ajutorul unui nou

operator de derivare

În această secţiune definim şi investigăm o nouă clasă de funcţii armonice multivalente definită

ı̂n discul unitate, sub anumite condiţii care implică un nou operator diferenţial generalizat. Sunt

stabilite condiţii la frontieră asupra coeficienţilor, delimitări la frontieră, combinaţii convexe şi

puncte de extrem. În plus, obţinem proprietăţi de integralitate şi condiţii de convoluţie, o teoremă

de reprezentare, o aplicaţie la (n, η)-vecinătăţi.

Rezultatele sunt originale, obţinute prin colaborare, şi se regăsesc ı̂n lucrările [24], respectiv

[25].

Notăm cu SH(p, n), (p, n ∈ N = {1, 2, . . .}), clasa funcţiilor f = h + ḡ, care sunt armonice

multivalente şi păstrează sensul ı̂n U cu f(0) = fz(0)− 1 = 0. Atunci pentru f = h+ ḡ ∈ SH(p, n)

putem exprima funcţiile analitice h şi g ca

(6.4.1) h(z) = zp +
∞∑

k=p+n

akz
k, g(z) =

∞∑
k=p+n−1

bkz
k, |bp+n−1| < 1.

Notăm cu S̃H(p, n,m), (p, n ∈ N,m ∈ N0 ∪ {0}), familia de funcţii fm = h + ḡm care sunt

armonice ı̂n D cu normalizarea

(6.4.2) h(z) = zp −
∞∑

k=p+n

|ak|zk, gm(z) = (−1)m
∞∑

k=p+n−1
|bk|zk, |bp+n−1| < 1.

1. Condiţii la frontieră asupra coeficienţilor pentru noile clase ALH(p,m, δ, α, λ, l) şi

ÃLH(p,m, δ, α, λ, l)

Pentru ı̂nceput propunem un nou operator diferenţial generalizat după cum urmează.
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Definiţia 6.4.1 [24], [25] Fie H(U) clasa funcţiilor analitice din discul unitate U = {z ∈ C : |z| <
1}, şi fie A(p) subclasa funcţiilor din H(U) de forma

h(z) = zp +
∞∑

k=p+n

akz
k.

Pentru m ∈ N0, λ ≥ 0, δ ∈ N0, l ≥ 0, definim operatorul diferenţial generalizat Imλ,δ(p, l) pe A(p)

prin următoarea serie infinită

(6.4.3) Imλ,δ(p, l)h(z) = (p+ l)mzp +
∞∑

k=p+n

[p+ λ(k − p) + l]mC(δ, k)akz
k,

unde

(6.4.4) C(δ, k) =

(
k + δ − 1

δ

)
=

Γ(k + δ)

Γ(k)Γ(δ + 1)
.

Definiţia 6.4.2 [24], [25] Fie f ∈ SH(p, n), p ∈ N. Folosind operatorul (6.4.3) pentru f = h + ḡ

dată prin (6.4.1), definim operatorul diferenţial aplicat funcţiei f ca fiind

(6.4.5) Imλ,δ(p, l)f(z) = Imλ,δ(p, l)h(z) + (−1)mImλ,δ(p, l)g(z)

unde

(6.4.6) Imλ,δ(p, l)h(z) = (p+ l)mzp +
∞∑

k=p+n

[p+ λ(k − p) + l]mC(δ, k)akz
k

şi

(6.4.7) Imλ,δ(p, l)g(z) =

∞∑
k=p+n−1

[p+ λ(k − p) + l]mC(δ, k)bkz
k.

În următoarele definiţii introducem noi clase de funcţii armonice multivalente prin intermediul

operatorului diferenţial generalizat (6.4.5).

Definiţia 6.4.3 [24], [25] Spunem că o funcţie f ∈ SH(p, n) este ı̂n clasa ALH(p,m, δ, α, λ, l) dacă

(6.4.8)
1

p+ l
Re

{
Im+1
λ,δ (p, l)f(z)

Imλ,δ(p, l)f(z)

}
≥ α, 0 ≤ α < 1,

unde Imλ,δf este definită prin (6.4.5), pentru m ∈ N0.

În final, definim subclasa

(6.4.9) ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) ≡ ALH(p,m, δ, α, λ, l) ∩ S̃H(p, n,m).

În această secţiune vom da condiţii suficiente pentru funcţiile f = h+ ḡ, unde h şi g sunt date de

relaţia (6.4.1), să fie ı̂n clasa ALH(p,m, δ, α, λ, l). Se arată, de asemenea, că aceste condiţii asupra

coeficienţilor sunt necesare pentru funcţii din clasa ÃLH(p,m, δ, α, λ, l). Sunt obţinute delimitări la

frontieră, teoreme de reprezentare, o proprietate integrală şi condiţii de convoluţie pentru subclasa

ÃLH(p,m, δ, α, λ, l). În final, vom da o aplicaţie pentru vecinătăţi.

Mai ı̂ntâi, ı̂n următoarea teoremă, obţinem condiţii suficiente pentru ca funcţiile să fie din clasa

ALH(p,m, δ, α, λ, l).
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Teorema 6.4.1 [24], [25] Fie f = h+ ḡ, cu h şi g date prin relaţia (6.4.1). Dacă

(6.4.10)

∞∑
k=p+n

[(p+ l)(1− α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|ak|+

+
∞∑

k=p+n−1

[(p+ l)(1 + α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|bk| ≤ 1,

cu λn ≥ α(p+ l),

unde

(6.4.11) dp,k(m,λ, l) = [p+ λ(k − p) + l]m

atunci f ∈ ALH(p,m, δ, α, λ, l).

Următoarea teoremă oferă condiţii suficiente pentru ca funcţiile să fie din clasa

ÃLH(p,m, δ, α, λ, l).

Teorema 6.4.2 [24] Fie funcţiile fm = h + ḡm date prin relaţia (6.4.2). Atunci fm ∈
ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) dacă şi numai dacă

(6.4.12)
∞∑

k=p+n

[(p+ l)(1− α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|ak|+

+
∞∑

k=p+n−1

[(p+ l)(1 + α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|bk| ≤ 1,

unde λn ≥ α(p+ l), 0 ≤ α < 1, m ∈ N0, λ ≥ 0 şi dp,k(m,λ, l) este dată ı̂n (6.4.11).

2. Delimitări la frontieră

Următoarele teoreme oferă delimitări la frontieră pentru funcţiile din ÃLH(p,m, δ, α, λ, l), care

conduc la un rezultat de acoperire pentru această clasă.

Teorema 6.4.3 [24] Fie f ∈ ÃLH(p,m, δ, α, λ, l), cu 0 ≤ α < 1, λn ≥ α(p + l), m ∈ N0, λ ≥ 0.

Atunci pentru |z| = r < 1 se obţine

(6.4.13) |f(z)| ≤ (1 + |bp+n−1|rn−1)rp +
(p+ l)m+1(1− α)

[(p+ l)(1− α) + λn]dp,n+p(m,λ, l)C(δ, n+ p)
·

·
{

1− [(p+ l)(1 + α) + λ(n− 1)]dp,n+p−1(m,λ, l)C(δ, n+ p− 1)

(p+ l)m+1(1− α)
|bp+n−1|

}
rn+p

şi

|f(z)| ≥ (1− |bp+n−1|rn−1)rp −
(p+ l)m+1(1− α)

[(p+ l)(1− α) + λn]dp,n+p(m,λ, l)C(δ, n+ p)
·

·
{

1− [(p+ l)(1 + α) + λ(n− 1)]dp,n+p−1(m,λ, l)C(δ, n+ p− 1)

(p+ l)m+1(1− α)
|bp+n−1|

}
rn+p.
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3. Combinaţii convexe şi puncte de extrem

În această secţiune, arătăm cum clasa ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) este ı̂nchisă sub combinaţia convexă

a membrilor ei.

Pentru i = 1, 2, 3, ..., fie funcţiile fmi(z)

(6.4.14) fmi(z) = zp −
∞∑

k=p+n

|ak,i|zk + (−1)m
∞∑

k=p+n−1
|bk,i|z̄k.

Teorema 6.4.4 [25] Clasa ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) este ı̂nchisă sub o combinaţie convexă.

Mai departe, vom determina o teoremă de reprezentare pentru funcţiile din ÃLH(p,m, δ, α, λ, l),

şi de asemenea vom stabili punctele de extrem ale ı̂nfăşurătorii convexe a mulţimii

ÃLH(p,m, δ, α, λ, l), notată cu clcoÃLH(p,m, δ, α, λ, l).

Teorema 6.4.5 [25] Fie funcţiile fm(z) definite prin relaţia (6.4.2). Atunci fm(z) ∈
ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) dacă şi numai dacă fm(z) poate fi exprimată prin

(6.4.15) fm(z) = Xphp(z) +

∞∑
k=p+n

Xkhk(z) +

∞∑
k=p+n−1

Ykgmk(z),

unde hp(z) = zp,

(6.4.16) hk(z) = zp − (p+ l)m+1(1− α)

[(p+ l)(1− α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)
zk,

k = p+ n, p+ n+ 1, ...,

şi

(6.4.17) gmk(z) = zp + (−1)m
(p+ l)m+1(1− α)

[(p+ l)(1 + α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)
z̄k,

k = p+ n− 1, p+ n, ...,

cu Xk ≥ 0, Yk ≥ 0, Xp = 1−
∑∞

k=p+nXk −
∑∞

k=p+n−1 Yk.

În particular, punctele de extrem ale ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) sunt {hk} şi {gmk}.

4. Proprietăţi de integralitate şi condiţii de convoluţie

În această secţiune vom examina proprietăţile de ı̂nchidere ale clasei ÃLH(p,m, δ, α, λ, l)

sub operatorul integral generalizat Bernardi-Libera-Livingston, şi de asemenea proprietăţile de

convoluţie ale acestei clase.

Pentru f = h + ḡ dată prin relaţia (6.4.1), definim operatorul integral generalizat Bernardi-

Libera-Livingston aplicat funcţiei f ca fiind

(6.4.18) Lc(f(z)) = Lc(h(z)) + Lc(g(z)), c > −p,

unde

Lc(h(z)) =
c+ p

zc

∫ z

0
tc−1h(t)dt
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şi

Lc(g(z)) =
c+ p

zc

∫ z

0
tc−1g(t)dt.

Punând g = 0 ı̂n relaţia (6.4.18), obţinem definiţia operatorului integral generalizat Bernardi-

Libera-Livingston pentru funcţiile analitice (vezi [61], [62]).

Teorema 6.4.6 [25] Fie f ∈ ÃLH(p,m, δ, α, λ, l). Atunci Lc(f) aparţine clasei

ÃLH(p,m, δ, α, λ, l).

Pentru funcţiile armonice

(6.4.19) f1(z) = zp −
∞∑

k=p+n

|ak|zk + (−1)m
∞∑

k=p+n−1
|bk|z̄k, |bp+n−1| < 1,

şi

(6.4.20) f2(z) = zp −
∞∑

k=p+n

|Ak|zk + (−1)m
∞∑

k=p+n−1
|Bk|z̄k, |Bp+n−1| < 1,

definim convolţia lui f1 şi f2 ca fiind

(f1 ∗ f2)(z) = f1(z) ∗ f2(z) = zp −
∞∑

k=p+n

|akAk|zk + (−1)m
∞∑

k=p+n−1
|bkBk|z̄k.

În următoarea teoremă, examinăm proprietăţile de convoluţie ale clasei ÃLH(p,m, δ, α, λ, l).

Teorema 6.4.7 [25] Pentru 0 ≤ β ≤ α < 1 fie f1 ∈ ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) şi f2 ∈
ÃLH(p,m, δ, β, λ, l). Atunci f1 ∗ f2 ∈ ÃLH(p,m, δ, α, λ, l) ⊂ ÃLH(p,m, δ, β, λ, l).

5. O aplicaţie la (n, η)-vecinătăţi

Definim o (n, η)-vecinătate generalizată a funcţiei f dată ı̂n (6.4.2), ca fiind mulţimea

Nn,η(f) =
{
Fm(z) ∈ S̃H(p, n,m) :

∞∑
k=p+n

[(p+ l)(1− α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|ak −Ak|+

+
∞∑

k=p+n−1

[(p+ l)(1 + α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|bk −Bk| ≤ η


unde Fm(z) = zp −

∑∞
k=p+n |Ak|zk + (−1)m

∑∞
k=p+n−1 |Bk|z̄k.

Teorema 6.4.8 [25] Fie fm = h+ ḡm dată prin relaţia (6.4.2). Dacă funcţiile fm satisfac condiţiile

(6.4.21)

∞∑
k=p+n

k ·
[

[(p+ l)(1− α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|ak|+

+
[(p+ l)(1 + α) + λ(k − p)]dp,k(m,λ, l)C(δ, k)

(p+ l)m+1(1− α)
|bk|
]
≤ 1− Uαp,δ(m,λ, l)
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şi

(6.4.22) η ≤ p+ n− α− 1

p+ n− α
(
1− Uαp,δ(m,λ, l)

)
,

cu λn ≥ α(p+ l), unde

Uαp,δ(m,λ, l) =
[(p+ l)(1 + α) + λ(n− 1)]dp,p+n−1(m,λ, l)C(δ, p+ n− 1)

(p+ l)m+1(1− α)
|bp+n−1|

atunci Nn,η(f) ⊂ ÃLH(p,m, δ, α, λ, l).
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plexe, Ed. Albastră, Cluj-Napoca, 2001.

[30] M. Darus, R. W. Ibrahim, On new classes of univalent harmonic functions defined by

generalized differential operator, Acta Universitatis Apulensis, 17(2009), 1-9.

[31] P. Duren, Harmonic mappings in the plane, Cambridge University Press, 2004, ISBN

05216412173

41



[32] P. L. Duren, Univalent Functions, Springer-Verlag, New York, (1983).

[33] P. J. Eenigenburg, S. S. Miller, P. T. Mocanu, M. O. Reade, On a Briot-Bouquet differ-

ential subordination, General Inequalities, 3, I.S.N.M., vol.64, Birkhäuser Verlag, Basel,
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[123] E. Study, Vorlesungen über ausgenwöhle Gegenstönde der Geometrie, Zweites Helft Kon-
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