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Introducere

Teoria geometrica a functiilor de o variabila complexa reprezinta o ramura aparte a analizei
complexe. Bazele acestei teorii au fost puse la inceputul secolului trecut odata cu lucrarile lui P.
Koebe si L. Bieberbach. Functiile analitice de o variabila complexa constituie modelul ideal al

transformarilor geometrice din plan.

Scoala roméaneascd de matematica a adus contributii valoroase in domeniul teoriei geometrice
a functiilor univalente. Amintim doar doua personalitati clujene gi anume pe G. Calugareanu gi P.
T. Mocanu. G. Calugareanu, creatorul scolii roménesti de teoria functiilor univalente, este primul
matematician care a obtinut in 1931 conditii necesare si suficiente de univalentad pe discul unitate.
Cercetarile initiate de G. Calugareanu sunt continuate de P. T. Mocanu, care obtine rezultate
importante in teoria geometrica a functiilor univalente: introducerea notiunii de a-convexitate,
obtinerea unor criterii de univalentd pentru functii neanalitice, elaborarea in colaborare cu S. S.
Miller a metodei subordonarilor diferentiale, iar mai recent teoria superordonarilor diferentiale.
Folosirea metodei subordonarilor diferentiale are un rol important atdt in demonstrarea mult
mai simpla a unor rezultate cunoscute deja si sistematizarea acestora, cat si in obtinerea multor

rezultate noi.

In prezent existi numeroase tratate si monografii dedicate studiului functiilor univalente,
dintre care amintim pe cele ale lui P. Montel, Z. Nehari, L. V. Ahlfors [3], Ch. Pommerenke [108],
A. W. Goodman [40], P.L. Duren [32], D.J. Hallenbeck, T. H. Mac Gregor [49], S. S. Miller, P. T.
Mocanu [76] si P. T. Mocanu, T. Bulboaca, Gr. St. Salagean [85].

Lucrarea de fata prezinta un rezumat al rezultatelor obtinute in teza de doctorat. Aceasta
cuprinde studiul anumitor proprietati geometrice, exprimate analitic, ale unor clase de functii
analitice de variabila complexa.

Teza se imparte in gase capitole si o bibliografie ce contine 136 de referinte, dintre care 16

apartin autoarei, 7 dintre acestea fiind scrise in colaborare.

In cele ce urmeaza, la fiecare capitol am selectat cele mai relevante rezultate, cu precadere cele
originale. Rezultatele din primul capitol, respectiv ultimul capitol sectiunile 1-4, sunt renumerotate.

In final este inclusi intreaga bibliografie.



Capitolul 1

Definitii si rezultate clasice

>

Primul capitol este structurat in 20 de sectiuni si contine notiuni si rezultate de baza din teoria
geometrica a functiilor, care vor fi folosite in capitolele urmatoare.

Sunt enumerate rezultate clasice cum ar fi: teorema lui Riemann, teorema ariei, teoremele
de acoperire si de deformare pentru clasa S a functiilor univalente si normate in discul unitate,
conjectura lui Bieberbach precum gi cateva clase de functii univalente care sunt caracterizate
prin proprietati geometrice remarcabile, exprimate analitic prin inegalitati diferentiale si anume
clasa functiilor stelate, uniform stelate, convexe, uniform convexe si a-convexe. Ultimele 8 sectiuni
sunt dedicate teoriei subordonarilor diferentiale, cunoscuta si sub numele de ”metoda functiilor
admisibile’, initiata si dezvoltata de P. T. Mocanu i S. S. Miller. Recent acegtia au introdus
notiunea de ”superordonare diferentialad”, ca o notiune duala a celei de subordonare diferentiala.
Subordonarea diferentiala tare, respectiv superordonarea diferentiala tare sunt concepte noi, care

vin In completare.

Rezultatele acestui capitol sunt cuprinse cu precadere in lucrarile ” Analiza matematica (Functii
complexe)”, P. Hamburg, P. T. Mocanu, N. Negoescu, [51], " Teoria geometrica a functiilor univa-
lente”, P. T. Mocanu, T. Bulboaca, Gr. St. Salagean, [85], ” Capitole Speciale de Analiza Complexa”,
G. Kohr, P. T. Mocanu, [59], cat si in lucrari ale lui S. S. Miller si P. T. Mocanu.

1.1 Functii univalente

Definitia 1.1.1 [51] O functie olomorfa si injectiva pe un domeniu D din C se numeste univalenta
pe D.

Notam cu H, (D) multimea functiilor univalente pe D si cu H (D) multimea tuturor functiilor
olomorfe pe domeniul D.

Notiunea de functie univalenta se poate generaliza In mod natural, introducandu-se notiunea
de functie multivalenta de ordin m, prin aceasta intelegand o functie olomorfa pe D, care ia orice
valoare a sa in cel mult m puncte distincte din D si exista cel putin o valoare luata in exact m

puncte distincte.

Teorema 1.1.1 [51] Daca f € Hyu(D) atunci f'(z) # 0 pentru orice z € D.



Corolarul 1.1.1 (Teorema lui Alexander) [117] Dacd D este un domeniu convex si f € H(D)
astfel incat Re f'(z) > 0, pentru orice z € D, atunci f € H,(D).

1.2 Reprezentari conforme

Definitia 1.2.1 [51] Fiind date domeniile D si A din C, o functie f € H,(D) astfel incat f(D) =
A se numegte reprezentare conforma (sau izomorfism conform) a domeniului D pe domeniul A.
Domeniile D si A se numesc conform echivalente daca exista o reprezentare conforma a lui D pe A.
O reprezentare conforma a lui D pe el insusi se numeste automorfism conform al lui D. Multimea
automorfismelor conforme ale lui D formeaza un grup de transformari, care se numeste grupul

conform al lui D, notat cu A(D).

Teorema 1.2.1 (Riemann) [51] Orice domeniu simplu conex D din C, D # C, este conform

echivalent cu discul unitate U.

1.3 Clasa S. Proprietati

Importanta clasei S constd In faptul ca orice functie univalentd pe U se poate scufunda in
aceasta clasa printr-o normare convenabila.

Pentru a € C si n € N* vom nota
Hla,n] ={f e HWU): f(z)=a+anz"+...},
Ho={f €HU): f(2) = anz" + ans 12" +...}

si
Ay ={feHU): f(z) =24 an12" T +...},

A = A
Clasa S este:

S={feM.U): f2) =2+ as" f(0)=f(0)-1=0, zeU}
k=2
Functia lui Koebe
(1.3.1) Ky(z) =
are un rol extremal in clasa S.

Teorema 1.3.1 [85] Clasa S este compacta.



1.4 Clasa Y. Proprietati

Pe parcursul acestei sectiuni vom nota cu U~ = {z € C : |z| > 1} exteriorul discului unitate.
Notam cu ¥ clasa functiilor ¢ meromorfe cu unicul pol (simplu) ( = oo si univalente in exteriorul

discului unitate, care admit dezvoltarea in serie Laurent la oo de forma
b
k
SO(C):C—’_ZFa 1 < 2] < oo.
k=0

Studiul functiilor meromorfe si univalente se poate face paralel cu clasa S considerand clasa X.
Functiile din ¥ sunt normate cu conditiile p(c0) = oo si ¢'(00) = 1.
Notam cu
Yo={p€eX: p(()#0, (€U}

Propozitia 1.4.1 [85] Intre clasele S st Yo exista o bijectie, deci clasa ¥ este "mai larga” decat

clasa S.

1.5 Teorema ariei.

Conjectura lui Bieberbach - Teorema lui de Branges

Teorema 1.5.1 (Gronwall) [47] Daca

¢<<>=<+Z%
n=0

este o functie din clasa %, atunci

o
aria E(p) =m (1 - Zn|an\2> >0

n=1
dect
o0
Z nla,|? <1
n=1

(aria se intelege in sensul de masurd Lebesgue bidimensionald).

Teorema 1.5.2 (Conjectura lui Bieberbach - Teorema lui de Branges) [85] Daca functia f(z) =
2+ a2 + ... apartine clasei S, atunci |a,| <n, n=2,3,... cu egalitate doar pentru functia lui
Koebe (1.3.1) si rotatiile ei.

1.6 Functii analitice cu partea reala pozitiva

Functiile analitice cu partea reala pozitiva au un rol important in caracterizarea unor clase

speciale de functii univalente.



Definitia 1.6.1 [85]

1. Prin clasa functiilor lui Carathéodory intelegem clasa
P={peHU): p(0)=1, Rep(z) >0, z€ U}.
2. Prin clasa functiilor Schwarz intelegem clasa

B={peHU): p(0)=0, |p(2)| <1, z€U}.

Pe parcursul urmatoarelor cinci sectiuni, vom reaminti cateva clase de functii univalente
care sunt caracterizate prin proprietati geometrice remarcabile exprimate analitic prin inegalitati

diferentiale si anume clasele functiilor stelate, convexe si a-convexe.

1.7 Functii stelate

Definitia 1.7.1 [85] Prin clasa functiilor stelate intelegem clasa

!/
S*—{fE.A:Re () > 0, zEU}
f(2)
Observatia 1.7.1 Clasa S* este compacta.
Definitia 1.7.2 Pentru 0 < a < 1, definim multimea
/
(1.7.1) S* (@) = {f ed:mre LB L e U}
f(z)
numita clasa functiilor stelate de ordin .
Definitia 1.7.3 Pentru 0 < a < 1, definim
) 2f'(2) ‘ 7r }
S*la] =< fe A: |arg <a=, zeU
o= ) | <2

numita clasa functiilor tare stelate de ordinul a.

1.8 Functii uniform stelate

Definitia 1.8.1 [42] Prin clasa functiilor uniform stelate intelegem clasa

f(z) = f(§)
(z=8)f"(2)

Definitia 1.8.2 [2] Prin clasa functiilor uniform stelate de ordinul «, intelegem clasa

f(z) = f(§)
(z=8)f"(2)

US*:{fES:Re[ ]>0,(z,£)€U><U,}

US*(a):{fES:Re[ | > «q, (z,é)EUXU,aG[O,l)}

Observam ca US*(0) = US*.



1.9 Functii convexe

Definitia 1.9.1 [85] Multimea

2f"(2)
f'(2)

se numeste clasa functiilor convexe normate cu conditiile f(0) = f/(0) —1 = 0.

(1.9.1) K@tscz{feA:Re +1>O,z€U}

Observatia 1.9.1 Avem K C S* C S. Teorema de dualitate a lui Alexander se va scrie pentru
aceste clase sub forma
feK & z2f(z)e S*.

Definitia 1.9.2 Definim clasa functiilor convexe de ordinul «,

2f"(z)
f'(2)

K(a):{feA:Re< +1>>a, O§a<1}.

1.10 Functii uniform convexe

Definitia 1.10.1 [43] Prin clasa functiilor uniform convexe intelegem clasa

f"(z)
f'(2)

UCV:{fES:Re{1+ (z—£)}20,,(z,5)eU><U}.

Definitia 1.10.2 [113]

2f'(2),  2f'(2)
f(z) f(2)

unde SP este clasa functiilor uniform stelate relativ la clasa UCV'.

(1.10.1) f(z) € SP < Re {

> —1|, z€U,

Observatia 1.10.1
f(z) eUCV & 2f(2) € SP.

Definitia 1.10.3 [113] O functie f € S este din clasa SP(«a), daca satisface caracterizarea analitica

2f'(2) 2f'(2)
f(z) f(2)

(1.10.2) Re { —a} > | -1, aeR, z€U,

si
f(z) € UCV(a), clasa functiilor uniform convexe de ordin «, daca si numai daca zf'(z) € SP(«).

1.11  Functii a-convexe

Definitia 1.11.1 [85] Fie functia f € A si fie numarul o € R. Functia f se numeste a-convexa in

discul unitate (sau, pe scurt, a-convexa), daca Re J(a, f;z) > 0, z € U, unde

AN 1 ) R £ M )
(1.11.1) J(o, f32) = (1 )f(z) + <f,(z) +1>.

Notam cu M, clasa functiilor a-convexe.



1.12 Operatorii Salagean, Ruscheweyh si Bernardi-Libera

Definitia 1.12.1 [118] Pentru o functie f € H(U), n € N, operatorul I" definit prin:

I°f(2) = f(2)
I'f(2) = If(2) = 2f'()

I"f(z) = II"'f(2) = 2l (=), 2 €U, n> 1,
se numegste operatorul diferential al lui Salagean.
Definitia 1.12.2 Pentru f(z) € H(U), n € N, operatorul R" definit prin:
ROf(z) = f(2)
R'f(z) = 2f'(2)
2R*f(2) = 2[R f(2)] + R f(2)
(n+ DR (2) = 2[R f(2)] +n[R"f(2)], z€U,

se numeste operatorul diferential Ruscheweyh.

Definitia 1.12.3

z

Lalfl(z) = F(z) = 1 1° /0 " feer,

numit operatorul Bernardi-Libera.

1.13 Principiul subordonarii.
Metoda functiilor admisibile

Definitia 1.13.1 [85] Fie f,g € H(U). Spunem ca functia f este subordonata functiei g si vom

nota
f=g sau f(z) <g(2),

daca exista o functie w € H(U), cu w(0) =0 si |w(z)| < 1, z € U (adica w € B) astfel incat
f(z) =glw(z)], zeU

Fie 2, A C C, functia p € H(U) cu proprietatea p(0) = a, a € C si functia ¢ : C3 x U — C.

Cu ajutorul metodei functiilor admisibile se vor studia implicatii de forma:
(1.13.1) {W(p(2), 20 (2), 2%p"(2);2) : 2€ Uy CQ = p(U) C A.

Definitia 1.13.2 [85] Fie ¢ : C3 x U — C si fie functia h € H,(U). Daca functia p € Hla,n]

satisface subordonarea diferentiala
(1.13.2) P(p(2), 20 (2),2°p"(2);2) < h(2), z€U

atunci p se numeste (a,n)-solutie a acestei subordonari sau pe scurt solutie a subordonarii
diferentiale (1.13.2).

10



Subordonarea (1.13.2) se numeste subordonare diferentiala de ordinul doi iar functia ¢ univa-
lenta in U, se numeste (a,n)-dominanta a subordonarii diferentiale, sau mai scurt, dominanta a
subordonarii diferentiale (1.13.2), daca p(z) < ¢(z) oricare ar fi functia p care satisface subordonarea
(1.13.2).

O dominanta ¢ cu proprietatea ¢ < ¢ oricare ar fi dominanta ¢ pentru subordonarea (1.13.2) se
numeste cea mai buna (a,n)-dominanta, sau mai simplu, cea mai buna dominanta a subordonarii
diferentiale (1.13.2).

Definitia 1.13.3 [85] Notam cu Q multimea functiilor ¢ care sunt olomorfe si injective pe U\ E(q),

unde

E(q) = {g‘ €U : limgq(z) = oo}
z—(¢
si in plus ¢'(¢) # 0 pentru ¢ € U \ E(q). Multimea E(q) se numeste multime de exceptie.

Definitia 1.13.4 [71], [73] Fie Q C C, ¢ € Q si n € N*. Definim clasa functiilor admisibile ca fiind
multimea ¥,,[Q2, ¢] a functiilor ¢ : C3 x U — C care satisfac conditia de admisibilitate

Y(r,s,t;2) € Q

atunci cand

¢q"(¢)
7' (¢)

P40 s=me(©) Re |t41]zmre [ 4],

Daca n = 1, vom nota ¥1[Q2, ¢] = ¥[Q, q].
Daca Q # C este un domeniu simplu conex si h € H,(U), h(U) = Q, atunci clasa functiilor
admisibile o notam cu ¥, [h, q].

1.14 Subordonari diferentiale liniare de ordinul I

Definitia 1.14.1 [72] O subordonare diferentiala de forma

(1.14.1) A(2)2p'(2) + B(2)p(z) < h(z)
(1.14.2) 2p'(2) + P(2)p(z) < h(z)

se numegte subordonare diferentiala liniara de ordinul intai.

1.15 Subordonari diferentiale liniare de ordinul II

Definitia 1.15.1 [72] Prin subordonare diferentiald liniara de ordinul IT intelegem subordonarea

liniara de forma
(1.15.1) A(2)22'(2) + B()20/(2) + C(2)p(=) + D(2) < h(2),

11



unde A, B,C, D si h sunt functii complexe sau mai general
(1.15.2) A(2)2%p"(2) + B(2)2p (2) + C(2)p(2) + D(2) € Q

unde Q2 C C.

1.16 Subordonari diferentiale de tip Briot-Bouquet

Definitia 1.16.1 [76] Fie 5 siy€ C, 8 #0, h € H,(U) cu h(0) = a si fie p € H|a,n] care verifica

relatia:

z2p'(2) s
(1.16.1) p(z) + Bp(2) + 7 =< h(z).

Aceasta subordonare diferentiala se numeste subordonare diferentiala de tip Briot-Bouquet.

1.17 Subordonari diferentiale tari
Consideram H(U x U) ca fiind clasa functiilor analitice in U x U.

Definitia 1.17.1 [9] Fie h(z,¢) o functie analitici in U x U si fie f(z) o functie analitica si
univalenta in U. Functia f(z) spunem ca este subordonata tare functiei h(z, (), sau ca h(z, () este
superordonata tare functiei f(z), si scriem f(z) << h(z,(), daca f(z) este subordonata functiei
h(z,¢) in functie de z, pentru toti ¢ € U.

Dac# h(z,() este o functie univalents in U, pentru toti ¢ € U, atunci f(z) << h(z,() daca
7(0) = h(0,€) st F(U) € h(U % D).

Observatia 1.17.1 Daca h(z,() = h(z) atunci subordonarea tare devine notiunea cunoscuta de

subordonare.
Definim clasele urmitoare de functii din U x U:
Hla,n) = {f € HU xU): f(2,0) = a+an(Q)2" + ant1(Q)z" + -}
cuzcU, (€U, a(¢) functii olomorfe in U, k > n,
HCW(U) = {f € H¢[a,n] : f(-,¢)univalent in U, pentru toti ¢ € U},

AC, = {f e HCa,n] : f(2,0) =2+ ax(Q)2 + - +an()2" +--+, z€U,( €U}
cu A¢y = AG, s

SC={fe€ A, : f(z,¢)univalent in U x U, z € U, pentru toti ¢ € U}.

Fie
S*C:{fEAC: ReM>O, z € U, pentru toti CEU}
f(z,0)

12



clasa functiilor stelate in U x U,

2f"(z,¢)

KC:{fEAC: Re P20

+1>0, z € U, pentru toti CEU}

clasa functiilor convexe in U x U,

f'(z,0)
¢ (2, )

CC:{fG.AC: Jdp € K(,Re >0, zeU, pentruto@i(EU}

clasa functiilor aproape convexe in U x U.

1.18 Superordonari diferentiale

Problema duala a subordonarilor diferentiale, cea a determinarii de subordonate pentru super-
ordonari diferentiale, a fost initiata de S. S. Miller gi P. T. Mocanu [77] in anul 2003.
Fie Q ¢i A doua multimi din C, p o functie analitica in discul unitate U si functia o(r, s,t; z) :

C3 x U — C. Se pune problema studierii unor implicatii de forma
(1.18.1) Q C {o(p(2),2p' (), 2%p"(2);2) : z€ U} = AcCpU).

Definitia 1.18.1 [77] Fie ¢ : C?> xU — Csi fie h analitica in U. Daca p si p(p(2), 2p'(2), 22" (2); 2)

sunt univalente in U si satisfac superordonarea diferentiala de ordinul doi

(1.18.2) h(z) < o(p(2), 20 (2), 2°p" (2); 2)

atunci p se numeste o solutie a superordonarii diferentiale. O functie analitica ¢ se numeste o
subordonata a solutiilor superordonarii diferentiale sau mai simplu o subordonata daca g < p,
pentru orice p ce satisface (1.18.2). O subordonata univalentd g ce satisface ¢ < ¢ pentru oricare
subordonate ¢ ale lui (1.18.2) se spune ca e cea mai buna subordonata. Aceasta este unica, abstractie

facand de o rotatie in U.

1.19 Superordonari diferentiale de tip Briot-Bouquet

Fie 8,7 € C, Qy,A9 C Csifie p € H(U). In aceastd sectiune se considerd problema duals a

determinarii conditiilor pentru care

2p'(2)

(1.19.1) 0 C {p(z) + Bp(2) +

: ZEU} = A Cp(U).
In particular suntem interesati in determinarea celei mai largi multimi Ay C C pentru care are
loc relatia (1.19.1).
Daca multimile 1,Q5, A1, Ay C C sunt domenii simple conexe neegale cu C, este posibila
rescrierea expresiei anterioare in termeni de subordonare gi superordonare in urmatoarele forme:
zp'(2)

(1.19.2) p(z) + )+ < ha(z) = p(2) < q(2)
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si

>

(1.19.3) () <p(z) + = PE ) <),
Bp(z) +v
Se numeste superordonare diferentiala Briot-Bouquet partea stangd a relatiei (1.19.3), iar
functia ¢ este numitd o subordonata a superordonarii diferentiale. Cea mai bunad subordonata

este cea care este superordonata tututor celorlalte subordonate.

1.20 Superordonari diferentiale tari

Notiunea de superordonare diferentiala tare a fost introdusa si dezvoltata de catre G. I. Oros
si Gh. Oros [90], [95], pornind de la conceptul de subordonare diferentiala tare, introdus in [9] de
catre J. A. Antonino si S. Romaguera.

Fie © o multime din planul complex C, fie p functie analitica in U si fie 1 (r, s, t;2,¢) : C3 x
UxU— C.

Notiunile cunoscute ale multimii @ si ale clasei functiilor admisibile se rescriu astfel:

Definitia 1.20.1 [92] Notam cu ) multimea functiilor ¢(-, () analitice si injective in raport cu z,

pentru oricare ¢ € U, definite pe U — E(q), unde
E(q)={¢€0U: 1inéq(z,§“) =00, 2€U(cU}
2=
Subclasa lui @ pentru care f(0,() = a este notata cu Q(a).

Definitia 1.20.2 [93] Fie Q¢ o multime in C, ¢(,¢) € Q, ¢'(2,{) #0,2€ U, ( € U, sin € N*
un intreg pozitiv. Clasa functiilor admisibile ¥, [Q¢, ¢(-, ()] este alcatuita din functiile de forma
Y : C3 x U x U — C, care satisfac conditia de admisibilitate:

(A) ¢(T737t§27f) ¢ QC:

pentru oricare r = ¢(&,¢), s=m-£-¢(§,0),

t £q" (€, ¢)
Re |:S+1:| sze [M+1:|,

unde z € U, £ € U \ E(q), ¢ € U si m > n. Scriem [, ¢(+,¢)] ca ¥, q(+, <))

Definitia 1.20.3 [95] Fie ¢ : C3 x U x U — C si fie h(z,() analitica in U x U. Daca p(z,() si
o(p(2,0), 2p'(2,¢), 22p" (2, ¢); 2,¢) sunt univalente in U pentru toti ¢ € U si satisfac superordonarea

diferentiala tare (de ordinul doi)

(1.20.1) h(z,Q) <= @(p(2,0), 20'(2,€), 2°0" (2,€); 2, 0),

atunci p(z,() se numeste solutie a superordonarii diferentiale tari. O functie ¢(z,({) se numeste
o subordonata a solutiilor superordonarii diferentiale tari, sau mai simplu o subordonata daca
q(2,{) << p(z,() pentru toti p(-, () satisfacand si (1.20.1). O subordonata univalenta ¢(z, (),
care satisface ¢(z,() << q(z, () pentru toate subordonatele ¢(-, () ale superordonarii (1.20.1), este
numita cea mai buna subordonata. Notam ca cea mai buna subordonata este unica, abstractie

facand de o rotatie pe U.
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Capitolul 2

Inegalitati diferentiale pentru functii

univalente

Capitolul al doilea este dedicat in intregime inegalitatilor diferentiale.

2.1 Inegalitati diferentiale pentru functii cu partea reala pozitiva

In aceasta sectiune prezentam anumite conditii pentru functii complexe definite in discul unitate,

astfel incat inegalitatea diferentiala

b

2
Re [AGI(:) + BEIE) +a(ap/(2) - ) ~ 308 (/) - 3 ) +

+3a%y(2p'(2)) 4+ 6] > 0

implica faptul ca p este o functie cu partea reala pozitiva. Inegalitatea de mai sus este o generalizare
a unei anumite inegalitati obtinuta de B. A. Frasin [34]. Rezultatele acestei sectiuni sunt originale, si
sunt continute in lucrarea [125]. Particularizand valorile coeficientilor se evidentiaza rezultatele din
lucrarile ”On a certain differential inequality” [126], respectiv ”On a certain differential inequality
I [127].

Continuand ideile din A. Catas [23] obtinem urméatoarea teorema.

Teorema 2.1.1 [125] Fiea,b€e Ry, a,5,7v€C, Re >0, a+ S € Ry, aa+ fb+va € Ry,

3 3an? 3 3ab?
§ < <n8+a3>Re a+%(a+ﬁ)+$(aa+ﬁb+va)+%ReB

§i m un numdr intreg pozitiv. Consideram functiile A, B : U — C care satisfac

3 2
(i)Re A(z) > —S%Re a— 3a2n (a+p) — 3(1771 (aa + b+ ~ya) ;
3n3 3an? 3an

(2.1.1) (ii)Isz(z)§4[8Re a+ (a+ﬂ)—|—7 (cva+Pb+va)+Re A(z)]-

2

3 2 2
[(T;—i—a?’) Re a+3an (a+6)+3a7n (aa—i—ﬂb%—fya)—i—%Re 5—5} .

4
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Daca p € H[1,n] si
b\ 2
(2.1.2) Re [A(2)p*(2) + B(2)p(2) + a(zp/(z) — a)® — 3ap (zp’(z) - ) +

+3a*y(2p'(2)) + 6] > 0

atunci
Re p(z) > 0.

Observatia 2.1.1 Pentru a = 1 s-au obtinut rezultate similare in [23]. Pentru b = 0 s-au obtinut
rezultate anterior de catre autoare in [126], iar pentru a = 1, b = 0 si 6 = 1 obtinem rezultate din
[127].

Luand 8 = v = & in Teorema 2.1.1, avem

Corolarul 2.1.1 [125] Fie a,be Ry, a € C, Re o > 0,

3 2 b2
§ < <n+a3+3an +m(2a+b)+3a>-Rea

8 2 2 4

$i n un numar intreqg pozitiv. Consideram functiile A, B : U — C cu satisfacand

3
(i)Re A(z) > —3% — 3an? — 3a—n(2a +b)| Re o
3
(2.1.3) (7i)Im?B(z) <4- [(3;1 + 3an® — &17”(%1 + b)> -Re ao+ Re A(z)} .

3 2 2
n 3 3dan®  3an 3ab
(= ) =2 —5.
[<8+a t— 1t (2a +b) + 1 Re a—4¢

Daca p € H[1,n] si
b 2
(2.1.4) Re [A(2)p*(2) + B(2)p(2) + a(zp/(2) — a)® — 3aa <zp’(z) — > +

+3a%a(zp'(2)) + 6] >0

atunci Re p(z) > 0.

Luand ao+ = aa+ Bb+~va = a+ v =1 in Teorema 2.1.1, obtinem

Corolarul 2.1.2 [125] Fie a,b € Ry, a € C, Re a > 0,

3 2 2
n’ o3 3an dan  3ab
5<<8+a>Rea+ . to t 4(1 a)

§i m un numar intreqg pozitiv. Presupunem cd functiile A, B : U — C satisfac

3
(i) Re A(z) > —S%Re a—— =
3 2
(2.1.5) (i) Tm 2B(z) < 4- [?”;Re ot 2 3“7” +Re A(2)| -

3 2 2
n 3 3an 3an  3ab o
[(8 +a>Rea+ 1 + > + 1 (1-—a)—9].

3an?  3an )

16



Daca p € H[1,n] si

b 2
(2.1.6) Re [A(2)p*(2) + B(2)p(2) + a(zp/(2) — a)® — 3a(1 — a) (zp’(z) — ) +

+3a%(1 — a)(zp/(2)) + 5] >0

atunci
Re p(z) > 0.

2.2 Inegalitati diferentiale pentru functii univalente

In aceastd sectiune vom folosi o regiune parabolicd a planului pentru a demonstra anumite
inegalitati diferentiale pentru functii uniform univalente in discul unitate U. Aplicand operatorul
diferential Salagean I", prezentat in Capitolul I (Definitia 1.12.1), unei functii olomorfe, obtinem
conditii pentru apartenenta la SP(«a), clasa functiilor uniform stelate de ordinul «, la UCV («),
subclasa functiilor uniform convexe de ordinul «, la UCC(«), subclasa functiilor uniform aproape

convexe de ordinul . Rezultatele sunt originale si se regasesc in lucrarea [128].
Teorema urmatoare ofera o conditie pentru uniform stelaritate:

Teorema 2.2.1 [128] Fie f € A, n € N* U {0}. Daca operatorul diferential aplicat functiei f,

I"f(z), satisface urmatoarea inegalitate:

g -1\ s
I f(z)

atunci I™ f(z) este uniform stelata in U.

Vom introduce o conditie suficienta la frontiera pentru functiile uniform stelate:

Teorema 2.2.2 [128] Fie f € A, n € N*U{0} si operatorul diferential I"f. Dacd

[e.e]
ZQk—i—l—a lag+1] <1—«
k=2

atunci I" f(z) € SP(a).

Urmatoarea teorema ofera o conditie pentru uniform convexitate:

Teorema 2.2.3 [128] Fie f € A, n € N*U{0}. Daca operatorul diferential I" f satisface urmatoarea

inegalitate:

1) 12 (),

T2 (z) 711 (2)
27
5 (2)

(2.2.2) Re <3

atunci I™ f(z) este uniform convexd in U.
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In teorema urmatoare se obtin conditii suficiente la frontiera pentru functiile uniform convexe:

Teorema 2.2.4 [128] Fie f € A, n € N*U{0} si operatorul diferential I"f. Daca
o0

(2.2.3) D (k+ 1)@k +1-a)|ap] <1-a
k=2

atunci I" f(z) e UCV ().

Teoremele urmatoare ofera suficiente conditii pentru functiile uniform aproape convexe.

Teorema 2.2.5 [128] Fie f € A, n € N*U{0}. Dacd operatorul diferential I"™ f satisface urmatoarea

inegalitate:
In+2f(z) 1
224 — 1 —

atunci I"™ f(z) este uniform aproape convexd in U.

Teorema 2.2.6 [128] Fie f € A, n € N*U{0} si operatorul diferential I" f. Daca I" f(z) satisface

urmatoarea inegalitate:

> 11—«
(2:2.5) ;<k+1>|ak+1| <5

atunci I"f(z) € UCC(«).

2.3 Conditii suficiente de univalenta ale unor operatori integrali

In aceast# sectiune vom determina conditii suficiente de univalenta ale unor operatori integrali,
folosind anumite criterii de univalenta obtinute de catre Ahlfors [3], Becker [11] si Pascu [101].
Rezultatele acestei sectiuni sunt obtinute in colaborare si sunt continute in lucrarile [134], respectiv
[135].

Teorema 2.3.1 [134] Fie M > 1 sia € C, Rea > 0, a # 1, $i ¢ numar complex cu |c| < 1,
¢ # —1. Fie functia g € A, satisfacand conditiile

9(2)

(2.3.1) ATy V)
z

224/ (2) 1
2.3.2 <t
(232) 2(2) ‘ =502
pentru tofi z € U, g1

Jla—1
(2.3.3) o + o= o,
|l

atunci functia

(2.3.4) Gani(2) = [;} /Ozuﬁl {M]%du]

este in clasa S.
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Observatia 2.3.1 Pentru M = 1, obtinem rezultatul din V. Pescar [105].

Teorema 2.3.2 [134] Fie M > 1 sia € C, Rea >0, a # 1, $i B un numar complex cu Re § >

Re a. Fie functia g satisfacand conditia

/
2g'(2) ’ M
2.3.5 -1 < —
(23.5) 9(2) 3
pentru toi z € U, g1
(2.3.6) la| < 3Re «,

atunci functia

(2.3.7) Hypn(2) = [5 /OZ uP 1 [g(u)yjdur

este in clasa S.
Observatia 2.3.2 Pentru M =1, § = 1, rezultatul a fost obtinut in [11].

Teorema 2.3.3 [135] Fie M > 1, a € C, Rea > 0, a # 1, si ¢ un numar complezx cu |c| < 1,

¢ # —1. Fie functia g satisfacand conditia

(2.3.8) \g(;)| <M,

224 (2) 2M —1
2.3.9 -1 <
(239) e
pentru toti z € U, i
(2.3.10) le] +3la—1] <1

atunci functia

2.311) o) = [ 2] 7

este in clasa S.

Observatia 2.3.3 Pentru M = 1, conditia (2.3.9) exprima o conditie suficientd pentru univalenta

functiei g si acest rezultat poate fi gasit in [[100], Lema C].
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Capitolul 3
Subordonari diferentiale

Al treilea capitol este alcatuit dintr-o singura sectiune care contine in intregime rezultate
originale, obtinute in colaborare, regasite in lucrarea [136]. Se utilizeaza tehnica subordonarilor
diferentiale si operatorul diferential Salagean pentru stabilirea proprietatilor unei clase de functii

olomorfe convexe.

3.1 Functii univalente definite prin operatorul diferential Salagean

Folosim operatorul cunoscut I"™ (v. Definitia 1.12.1) pentru a introduce o clasa de functii olo-
morfe S, (5).

Definitia 3.1.1 [97] Daca 0 < f < 1 si n € N, fie S,,(8) clasa functiilor f € A, care satisfac
inegalitatea:
Re (I"f) () > B8, z€U.

Teorema 3.1.1 [136] Clasa de functii univalente S, (B) este conveza.

Pentru clasa S, () introducem un nou operator integral si studiem subordonarile diferentiale

obtinute.

Teorema 3.1.2 [136] Fie q o functie convexda din U, q(0) =1 si fie

hz) = () + — 520 (), €U,

unde ¢ este un numdr complex, cu Re ¢ > —2.
Daca f € S, (B) si F = I1.(f) este dat de operatorul integral

(3.1.1) F(2) = L(f)(2) = 2%2 /0 €F()dt, Rec> -2,
atunci

(3.1.2) [I"f(2)] < h(z), z€U

implicd

[I"F(2)] <q(z), zeU,

si acest rezultat este exact.
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Teorema 3.1.3 [136] Fie Re ¢ > —2 gi
1+ ]e+22— |2+ 4c+ 3|

(3.1.3)

4Re (¢ + 2)
Fie h o functie analitica in U cu h(0) =1 $i presupunem ca
zh''(z)
R 1> —w.
e W (2) +1>—-w

Daca f € Sp(B) si F = I.(f), unde F este definit de (3.1.1), atunci
(3.1.4) [I"f(2)] < h(z), z€U
implica

[I"F(2)] <q(z), z€U,

unde q este solutia ecuatiei diferentiale

q(z) + ¢ () = h(z), h(0) =1,

c+2

dat de Lo
_ c c+1
q(z) = pos) /0 " h(t)dt, zeU.

De asemenea q este cea mai bund dominantd.

Observatia 3.1.1 [136] Daca consideram

h(z)

in Teorema 3.1.3, obtinem urmatorul Corolar.

C14(28-1)z
N 1+2

Corolarul 3.1.1 [136] Daca 0 < <1, n €N, Re ¢ > =2 gi I, este definit de (3.1.1), atunci

1e[Sn(B)] € Sn(9),

unde 0 = min Re ¢(z) = d(c, ), acest rezultat fiind exact. De asemenea

|2|=1
(3.1.5) 0=10(c,f)=28—-1+4 (c+2)(2—-28)o(c),
unde
1 patl
(3.1.6) o(x) = /0 1 +tdt'
Observatia 3.1.2 Daca consideram cazul particular n =0, § =0, ¢ = —1, atunci
1—-2
h(z) = 5 s

In Corolarul 3.1.1 obtinem
2
IPPE) = F() < a(z) = 1+ > -2,
Re F(z) > 6(—1,0) = —1 + 1In4,

deci
I1:[S0(0)] C So(6).
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Capitolul 4

Subordonari diferentiale tari

Capitolul patru este rezervat subordonarilor diferentiale tari, fiind constituit din trei sectiuni

ce contin numai rezultate originale regasite in lucrarile autoarei [129], [130], [131].

4.1 Subordonari diferentiale tari obtinute prin intermediul unui

operator integral

In aceasti sectiune definim o noud clasa de functii S)"(«), si studiem subordonari diferentiale
tari obtinute folosind proprietatile operatorului integral Salagean. Rezultatele sunt originale si se

regasesc in lucrarea [129].

Definitia 4.1.1 [129] Fie a > 1 gi m,n € N. Notam cu S]"(«) multimea functiilor f € A(, care
satisfac inegalitatea
Re[I"f(2,0)]. >a, 2€U(eU.

Teorema 4.1.1 [129] Dacd oo <1 gi m,n € N, atunci
S (@) € S;H(0),

unde 5
d=0(a,(,n) =200 — ( + ——=

st

1 t$—1
(4.1.1) o(x) :/ dt.
o T+t

Teorema 4.1.2 [129] Fie h(z,() o functie analiticd din U x U cu h(0,¢) = 1, h'(0,{) # 0, care
satisface inegalitatea
zh'(z,() 1
Re[l + —22] > ——.
g l” 2

Daca f(z,¢) € A(, si verifica subordonarea diferentiald tare

(4.1.2) (17 £(2, Q)] =< h(2,0),
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atunci
[T f (2,01 << g(2,0),

unde
9(z,Q) = —= [ h(t,Q)t="dt.
nzn Jo
Functia g(z,() € K si este cea mai bund dominantd.

Teorema 4.1.3 [129] Fie g(z,¢) € K¢ o functie cu g(0,¢) = 1 si presupunem cd
h(z,¢) = g(2,¢) +24'(2,¢), z€U(eU.

Daca f(z,¢) € A(, si verifica subordonarea diferentiald tare

(4.1.3) [T f (2, Q)] << h(2,¢),

atunci

[T f (2,0 <= 9(2, ).
Teorema 4.1.4 [129] Fie g(z,¢) € K¢ o functie cu g(0,¢) =1, si functia h(z,¢) datd prin
h(z,¢) = g(,¢) +nzg'(2,0).
Dacd f(z,C) € AC, si verificd subordonarea diferentiald tare
(4.1.4) [T f (2, Q)] << h(2,¢),

atunci

I"f(z,¢
SRICT S 9(2,Q).
z
4.2 Subordonari diferentiale tari obtinute cu
operatorul Ruscheweyh
In aceastd sectiune definim o noud clasa de functii univalente R("(a), si studiem noi subor-

donari diferentiale tari folosind proprietatile operatorului Ruscheweyh. Rezultatele sunt originale

si se regasesc in lucrarea [130].

Definitia 4.2.1 [130] Fie a < 1 i m,n € N. Notam cu R(]"(«) multimea functiilor f € A(, care

satisfac inegalitatea
(4.2.1) Re[R™f(2,0)], >, 2€U(eU.
Teorema 4.2.1 [130] Dacd o < 1 gi m,n € N, atunci

R (@) € RETH6),

unde
(4.2.2) 5:5(a,C,n,m):2a—C+2(§_a)m—|—1g(m:1)
$t
z t:c—l
(4.2.3) o(x) :/0 1+tdt'
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Teorema 4.2.2 [130] Fie q(z,{) € K o functie cu q(0,¢) = 1, si fie h(z,¢) o functie analitica
data de

(4.2.4) Mz, ¢) = q(z,¢) + qd(2.¢), z€UCel.

m+1z

Daca f € A, si are loc subordonarea diferentiald tare
(4.2.5) [R™Hf(2,Q)) << h(z,0),

atunct
[R™f(2,0)]" == (2, )
si acesta este cel mai bun rezultat.
Teorema 4.2.3 [130] Fie h(z,() o functie analiticd din U x U cu h(0,¢) = 1, h'(0,¢) # 0, care
satisface inegalitatea

zh"(2,(Q) 1
h’(z,C)]>_ ,m > 0.

2(m+1)
Daca f(z,¢) € A(, si are loc subordonarea diferentiald tare

(4.2.6) Re[l +

(4.2.7) [R™ 1 f(2,0)) <= Az, €),

atunci
[R™ f(2,Q)] <= a(2,Q),

unde

m—+1 # m+1l
(4.2.8) q(z,¢) = WH/ h(t, ()t » ~ldt.
nz n Jo
Functia q(z,() € K( si este cea mai bund dominanta.
Teorema 4.2.4 [130] Fie q(z,¢) € K¢ o functie cu q(0,¢) = 1 gi presupunem ca

Wz ¢) = q(2,¢) +nzq'(2,¢), z2€U,(eUmneN.

Daca f(z,¢) € A(, si are loc subordonarea diferentiald tare

(4.2.9) [R™f(2, Q) <= h(z,¢),
atunci
L(CHS I
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4.3 Subclase de functii a—uniform convexe obtinute utilizand un
operator integral si teoria subordonarilor diferentiale tari
In aceastd sectiune definim anumite subclase de functii a—uniform convexe in raport cu un
domeniu convex inclus in semiplanul drept D, obtinute utilizdnd un operator integral si teoria
subordonarilor diferentiale tari. Rezultatele sunt originale si se regasesc in lucrarea [131].
Definitia 4.3.1 [12] Se considera operatorul integral L, : A(,, — A(,, definit astfel:

_1+a
=

(4.3.1) F(2,0) = LaF(2,¢) /0 RO dt, aeC, Rea>0.

Incazul Ly : A — A, a = 1,2,3,---, acest operator a fost introdus de S. D. Bernardi [12].

Pentru mai multe detalii vezi Definitia 1.12.3.

Definitia 4.3.2 [67] Fie a € [0,1] si f(2,() € A(,.

Spunem ca f(z,() este o functie a—uniform convexa daca

0, L EEO L
Re |-~ g ol Tt g )]Z'“ o Ve |

z € U, pentru oricare ¢ € U.

Notam aceasta clasa cu UM{,.

In cele ce urmeaza folosim operatorul diferential Salagean (v. Definitia 1.12.1), adaptat claselor

de functii definite in Capitolul I, sectiunea 17.

Definitia 4.3.3 [67] Fie o € [0,1] si n € N.
Spunem ca f(z,() € A, este in clasa UD(y o(5,7), 8 >0, v € [-1,1), B+~ > 0, daca
I"f(z,0) | I f(20)

e e B
LA (CHS RN e [EXS
I"f(z,¢) "1 f(2,¢)

Definitia 4.3.4 [15] Functia f(z,() € A(,, este n-stelatd in raport cu domeniul convex D inclus

" f(2,Q)

in semiplanul drept, daca expresia diferentiala —————== ia valori in domeniul D.

I"f(z,0)

Observatia 4.3.1 Daci consideram ¢(z,() functie univalenta cu ¢(0,¢) = 1, Regq(z,{) > 0,

Re [(1 — a)

zﬂu—a) _4+%

q'(0,¢) > 0, care transforma discul unitate U in domeniul convex D, avem:

1" f(z,6)
Imf(z,¢)

Denumim cu S*(,(q) clasa tuturor acestor functii.

<= q(z,).

Fie ¢(z,¢) functia univalentd cu ¢(0,¢) = 1, ¢/(0,{) > 0, care transforma discul unitate U

intr-un domeniu convex D inclus in semiplanul drept.
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Definitia 4.3.5 [1] Fie f(z,() € A(,, si € [0,1]. Spunem ca f este o functie a—uniform convexa

in raport cu D, daca

)= _QZf’(z,C) N zf"(2,¢) B
J(a, f;2,() = (1 )7]0(270 + (Hif’(z,o ) << q(z, Q).

Notam aceasta clasa cu UM (,(q).
Teorema 4.3.1 [131] Pentru toti o,/ € [0,1] cu o < & avem UMy (q) C UMCn(q).

Teorema 4.3.2 [131] Daca F(z,({) € UMC(a(q) atunci f(z,{) = L F(2,() € S*Co(q), unde L,
este operatorul integral definit de (4.3.1) si o € [0, 1].

Definitia 4.3.6 [1] Fie f(2,() € A(,, sia € [0,1], n € N. Spunem ca f este o functie « —n—uniform

convexa in raport cu D, daca

"1 f(,6) . I"2f(z,¢)

Jn(aa fiz, C) = (1 - a) Inf(Z’C) a["“f(z,()

<= q(2,0)-
Notam aceasta clasa cu UDG, «(q).
Teorema 4.3.3 [131] Pentru toti o,/ € [0,1] cu o < o/ avem UDG, o/ (q) C UDGn0(q)-

Teorema 4.3.4 [131] Daca F(z,() € UD(ya(q), atunci f(z,() = LoF(2,¢) € S¢i(q), unde L,
este operatorul integral definit in (4.3.1).
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Capitolul 5
Superordonari diferentiale tari

Capitolul al cincilea trateaza superordonari diferentiale tari de ordinul intai, cea mai buna sub-
ordonata a unei superordonari diferentiale tari, superordonari diferentiale tari obtinute cu operatori

cunoscuti.

5.1 Superordonari diferentiale tari de ordinul intai

In aceastd sectiune studiem cazul special al superordonarilor diferentiale tari de ordinul intai.
Rezultatele sunt originale si se regésesc in lucrarea [98].
In articolul [91], folosind definitiile date de Pommerenke [108], Miller si Mocanu [76], se introduce

notiunea de lant de subordonare tare (pornind de la lant Léwner v. Definitia 1.13.5) ca fiind:

Definitia 5.1.1 [91] Functia L : U x U x [0,00) — C este un lant, de subordonare tare (sau lant
Lowner tare) daca L(z,(;t) este analitica si univalenta in U pentru oricare ¢ € U, t > 0, L(z,(;1)
este o functie continua diferentiabild de ¢ in [0,00) pentru toti z € U, ¢ € U, si L(z,(;s) <<
L(z,¢;t), unde 0 < s < t.

Teorema 5.1.1 [98] Fie hy(z,() convexd in U, pentru toti ( € U cu h1(0,{) = a, v # 0 cu
Re vy >0 sip e H(a, 1] NQ.

/
Daca p(z,¢) + (20 este univalentd in U, pentru toti ¢ € U, si au loc
2p' (2,
(5.1.1) h(2,¢) <= p(z,¢) + p(7<>
(5.12) 00 =2 [ me.ora,
2 0
atunci

Q1(Zv C) <= p(Z, C)
Functia q1(z,() este convezxd si este cea mai bund subordonata.
Teorema 5.1.2 [98] Fie q(z,() convexd in U, pentru toti ( € U si fie h(z,() definitd prin

2q'(2,()
ot

(5.1.3) q(z,¢) + =h(z,(), z€U (€U, Revy>0.
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/
Daca p(z,(¢) € HC[a, 1] N Q, p(z,() + #(z0) este univalentd in U, pentru toti ( € U si satisface
Y

(5.1.4) h(z,¢) <= pl(z,) + Zp(,jo
atunci

q(z,¢) == p(z,Q),
unde

q(z,¢) = ;/0 h(t, ¢t tdt.

Functia q este cea mai buna subordonata.

Observatia 5.1.1 Aceasta ultiméa teorema este un exemplu de solutie la Problema 3 la care ne-am

referit in Capitolul I, sectiunea 1.20.

Urmatoarea teorema este exemplu de solutie la Problema 2 (Capitolul I, sectiunea 1.20). Ea

implica superordonari diferentiale tari pentru care functia subordonata h este o functie stelata.

Teorema 5.1.3 [98] Fie h(z,() functie stelatd in U, pentru toti ¢ € U, cu h(0,{) = 0. Dacd
p(2,¢) € HC0,1]NQ si zp/(z,C) este univalentd in U, pentru toti ¢ € U, atunci

(5.1.5) h(z,¢) <= zp(2,()
implica
q(z,¢) == p(2, (),

unde
(5.1.6) q(z,¢) = / h(t, Ot Ldt.
0

Functia q(z,() € K( este cea mai bund subordonatd.

5.2 Cea mai buna subordonata a unei superordonari diferentiale

tari

In aceasta sectiune studiem cea mai buna subordonata a unei anumite superordonari diferentiale
tari. Rezultatele sunt originale si se regasesc in lucrarea [99].

Pentru € domeniu in C, consideram relatia de superordonare diferentiala tare
(5.2.1) Q C{e(p(2,€), 21 (2,€), 2°"(2,0); 2,¢)}, z€U, (€.

Teorema 5.2.1 [99] Fie Q¢ € C, fie q(-,() € H[a,n| si fiep € ¥,[Q,q(-,¢)]. Daca p(-,¢) € Q(a)
si Y(p(z,Q), 2p'(2,0), 220" (2,); 2,C) este univalentd in U pentru toti ¢ € U, atunci

(5.2.2) Q¢ € {¥(p(2,0), 20 (2,€), 20" (2,¢); 2, O},
mmplica

q(z,¢) =< p(2, Q).
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Consideram situatia speciald in care h(z,() este analiticd in U x U si h(U x U) = Q¢ # C,
atunci Teorema 5.2.1 devine:
Teorema 5.2.2 [99] Fie q(2,() € H(la,n], fie h(z,¢) analitica in U x U si fie ¢ €
U, [h(2,¢), a(2,Q)). Dacd p(z,¢) € Qa) si »(p(2,€), 20 (2,¢), 2°p"(2,(); 2, () este univalentd in
U pentru toti ( € U, atunci

h(z,¢) <=9 (p(, (), 2p'(2,€), 2°D"(2,(); 2,€)
implica
q(z,¢) << p(2,0).

Observatia 5.2.1 Concluzia Teoremei 5.2.2 poate fi formulata in forma generalizata:

h(w(2), ) <= P(p(w(2)), w(2)p (w(2), (), w? (2)p" (w(z),¢); w(z), )
unde w:U = U, z€ U, eU.
Rezultatul din Teorema 5.2.2 poate fi extins in urméatoarea teoremd, la acele situatii in care
comportamentul lui ¢(z, () la frontiera lui U este necunoscut.

Teorema 5.2.3 [99] Fie h(z,() si q(z,¢) univalentd in U pentru toti ( € U, cu q(0,{) = a si

ap(2,C) = q(pz, ) iar hy(2,C) = h(pz,().
Fie 1 : C? x U x U — C satisfacind una dintre relatiile

(i) v € Vp[h(z, (), qp(2, )] pentru anumiti p € (0,1), sau

(ii) exista po € (0,1) astfel incat ¥ € Wylh,(2,C),q,(2,¢)] pentru toti p € (po,1).

Dacd p(z,¢) € HCla,n], ¥(p(z, ), 20 (2,C), 220" (2,(); 2,() este univalentd in U pentru toti
CeUsi

(5.2.3) h(z,Q) == ¥ (p(2,¢), 20/ (2,€), 2°p" (2, () 2, ¢)

atunct

q(z,¢) =< p(2, Q).

Urmatoarea teorema furnizeaza existenta celei mai bune subordonate a superordonarii
diferentiale tari (5.2.3) pentru anumiti v, si mai ofera, de asemenea, o metoda pentru obtinerea

celei mai bune subordonate pentru cazurile n =1 gi n > 1.

Teorema 5.2.4 [99] Fie h(z,() univalentd in U pentru toti ( € U si fiep : C3 x U x U — C.
Presupunem ca ecuatia diferentiald
(5.2.4) ¥(a(2,6),24'(2,0), 224" (2,€);2,¢) = h(2,(), z€U, ¢eU

are o solutie q(z,¢) € Qa). Daca ¢ € V[h(2(),q(2 )], p(z,() € Qa) si
Y(p(z,¢), 20 (2,¢), 220" (2,(); 2, () este univalentd in U pentru toti ¢ € U, atunci

(5.2.5) h(z,¢) <=9 (p(,0), 20/ (2,€), 2°D"(2,(); 2,¢)
implica
q(2,¢) << p(z,0)

st q(z, () este cea mai buna subordonata.
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Din aceasta teorema vedem ca problema gasirii celei mai bune subordonate a (5.2.5) se re-

duce la a arata ca ecuatia diferentiald (5.2.4) are o solutie univalenta, si la a verifica daca

¥ € ¥[h(z,(),q(z )]

Concluzia teoremei poate fi formulata in forma simetrica:

(5.2.6) D(a(2,0), 24 (2,€), 224" (2, €); 2, C) << 9 (p(2,€), 20/ (,€), 2°D" (2,¢); 2,€)
implica

q(z,¢) =< p(2, Q).

5.3 Superordonari diferentiale tari obtinute cu operatori

cunoscuti

In aceasta sectiune obtinem noi superordonari diferentiale tari folosind derivata Ruscheweyh si

operatorul diferential Salagean. Rezultatele sunt originale si se regasesc in lucrarile [132] si [133].

Teorema 5.3.1 [132] Fie q(z,() din clasa K¢ cu q(0,() =1, si h(z,() definita prin

(5.3.1) h(z,¢) = q(2,0) + '(2,0), z€U(eT.

m+1zq

Fie f € AC si presupunem cd [R™ 1 f(2,¢)]" functie univalentd si [R™f(2,¢)] € H([1,1]NQ, unde
R™f este operatorul definit in 1.12.2.

Daca are loc superordonarea diferentiala tare
(5.3.2) h(z,¢) =< [R™ 1 f(2,0),
atunci

q(z,¢) == [R™ f(z,Q)
si acesta este cel mai bun rezultat.

Teorema 5.3.2 [132] Fie h(z,() functie analitica in U x U, cu h(0,¢) = 1, K'(0,{) # 0, care

satisface inegalitatea

2h" (2, () 1
W0 ) amr ™2

Fie f € AC si presupunem cd [R™TLf(2,0)] functie univalentd, si [R™f(z,¢)) € H([1,1]N Q.

Daca are loc superordonarea diferentiald tare

(5.3.3) Re[l +

(5.3.4) h(z,¢) <= [R™1f(2,Q)]',
atunci

q(2,¢) == [R"f(2,Q))
unde

(5.3.5) gz ¢) = "L /0 " h(t, Q).

Zm—i—l

Functia q(z,¢) € K( si este cea mai bunda subordonata.
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Teorema 5.3.3 [133] Fie h(z,() functie analitica din U x U, cu h(0,¢) = 1, h'(0,¢) # 0, care
satisface inegalitatea
zh"(z,¢)

1 —
142808, 2 .
Re[l + h/(Z7<)]> 5 2eUCeU

Fie f € AC si presupunem ca [I™ f(z,¢)] functie univalentd, cu [I™f(z,¢)] € H[1,1] N Q.

Daca are loc superordonarea diferentiala tare
(5.3.6) h(z, Q) <= [T f (2,0,

atunci
q(z,¢) == [I" f(z,Q))

unde

g0 ="t /0 Ch(t, Q).

z

Functia q(z,¢) € K( si este cea mai bunda subordonatd.
Teorema 5.3.4 [133] Fie q(z,¢) € K( si h(z,() definita prin

(5.3.7) h(z,0) = a(2,0) +24(2,¢), 2€U.CeU.

I"f(z¢)
z

Fie f € AC si presupunem ca [I"™ f(z,()]" functie univalentd, € HC[L, 1N Q.

Daca are loc superordonarea diferentiala tare

(5.3.8) h(z,¢) == [I" (2 Q)

atunci
I" f(2,¢)

q(z,¢) == .

unde q este data de (5.3.5).

Functia q este cea mai buna subordonata.
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Capitolul 6
Functii armonice

Acest capitol, dedicat functiilor armonice, este structurat in cinci parti, primele patru
cuprind notiuni si rezultate de baza asupra transformarilor armonice, functiilor armonice, trateaza
reprezentarea canonica a unei functii armonice si clasa S% a functiilor armonice univalente. Ultima
sectiune contine rezultate originale, aici definim gi investigam o noué clasi de functii armonice mul-
tivalente definita in discul unitate, sub anumite conditii care implicd un nou operator de derivare
generalizat.

Rezultatele sectiunilor 6.1 — 6.4 sunt cuprinse in lucrarile cunoscute P. Duren [31], P. Hamburg,
P. T. Mocanu, N. Negoescu [51], James Clunie si Terry Sheil-Small [28].

6.1 Notiuni de baza pentru functiile armonice. Transformari ar-

monice

Definitia 6.1.1 O functie reald u(z,y), v : D C R?> — R se numeste armonica daca satisface

ecuatia lui Laplace:
Pu 0*u
Au=—+— =0.
0x2 0y
Definitia 6.1.2 O transformare bijectiva u = u(x,y), v = v(z,y) dintr-o regiune D a planului
xOy intr-o regiune ) a planului uOv este o transformare armonica daca ambele functii u,v sunt

armonice.
Observatia 6.1.1 Este convenabila utilizarea notatiei complexe
z=x4+1y, w=u-+1w

cu
w = f(z) =u(z) +iv(z).
O functie armonica de variabile complexe este o transformare armonica a unui domeniu D C C

daca si numai daca este univalenta in D.

Observatia 6.1.2 Din ecuatiile Cauchy-Riemann

ou Ov ou Ov

dr 9y’ dy Oz
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si din existenta derivatelor superioare, reiese ca fiecare functie analitica este armonica.

Definitia 6.1.3 Jacobianul unei functii f = u + iv este determinantul

Uy Vg

Jr(z) =

= UgVy — UyVy.

Uy Uy

Daca f este analitica, atunci Jacobianul sdu are forma:
Tp(2) = (uz)® + (v2)? = | f'(2)*.

Pentru functiile analitice f, J¢(z) # 0 daca si numai daca f este local univalenta in z. Hans
Lewy arata in 1936 ca aceasta afirmatie ramane adevarata pentru transformaérile armonice.

Prin perspectiva teoremei lui Lewy, transformarile armonice sunt ori cele care pastreaza sensul
(sau pastreaza orientarea) cu J¢(z) > 0, ori cele care inverseaza sensul cu J¢(z) < 0 in tot domeniul

D unde f este univalenta.

6.2 Reprezentarea canonica a unei functii armonice

Intr-un domeniu simplu conex D C C, o functie complexa armonica are reprezentarea canonica
f = h 47, unde h si g sunt functii analitice din D. Aceasta reprezentare este unica abstractie

facand si de o constanta aditiva.

Observatia 6.2.1 Pentru o transformare armonica f a discului unitate U, este convenabila

alegerea constantei aditive aga incat ¢g(0) = 0.

Observatia 6.2.2 Functia h este partea analitica a lui f iar functia g este partea coanalitica a lui

f.

Observatia 6.2.3 In orice domeniu simplu conex putem scrie f = h + g, unde h gi g analitice in
D. O conditie necesara si suficienta pentru ca f sa fie multivalenta si sa pastreze sensul in D este
ca [l(2)| > |¢'(2)], = € D.

6.3 Clasa S% a functiilor armonice univalente

O functie f = h 4+ g armonica in discul unitate deschis U poate fi exprimata sub forma
o0
f(re?) = Zanr‘"leme, 0<r<l,
— 0o

unde

h(z) = Zanzn, g9(z) = Zanz".
0 1
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Definitia 6.3.1 Se noteaza cu Sy clasa tuturor transformarilor armonice care pastreaza sensul,
definite pe discul unitate U, normate si univalente.

Atunci o transformare f din Sy admite reprezentarea f = h + g, unde
oo o
h(z) =z+ Z anz", g(z) = Z bpz"
n=0 n=0

sunt functii analitice in U, cu h(0) =0, '(0) =1, ap =bp =0 i a1 = 1.

Observatia 6.3.1 Sp este o familie normala: fiecare sir de functii in Sy are un subsir care converge

local uniform in U.
Definitia 6.3.2 Clasa functiilor f € Sy cu ¢/(0) = 0 se noteaza cu SY,
Sh={feSu: g(0)=0b1 =0}
Teorema 6.3.1 (Clunie si Sheil Small) [28] Clasa SY este o familie compactd si normald.

Observatia 6.3.2 Aceasta proprietate face ca S?{ sa fie mai promitatoare decat clasa Sy din

punctul de vedere al corectei generalizari a familiei S a functiilor univalente analitice.

6.4 Functii armonice multivalente definite cu ajutorul unui nou

operator de derivare

In aceastd sectiune definim si investigim o nou# clasi de functii armonice multivalente definitd
in discul unitate, sub anumite conditii care implicd un nou operator diferential generalizat. Sunt
stabilite conditii la frontierad asupra coeficientilor, delimitari la frontiera, combinatii convexe si
puncte de extrem. In plus, obtinem proprietati de integralitate si conditii de convolutie, o teorema
de reprezentare, o aplicatie la (n,n)-vecinatati.

Rezultatele sunt originale, obtinute prin colaborare, si se regasesc in lucrarile [24], respectiv
[25].

Notam cu Sy(p,n), (p,n € N = {1,2,...}), clasa functiilor f = h + g, care sunt armonice
multivalente si pastreaza sensul in U cu f(0) = f,(0) — 1 = 0. Atunci pentru f = h+ g € Sy(p,n)

putem exprima functiile analitice h si g ca

o0 oo
(6.4.1) h(z) =2 + Z arz®, g(z) = Z brz®, |bpin—1| < 1.
k=p+n k=p+n—1

Notim cu Sy(p,n,m), (p,n € N,m € Ny U {0}), familia de functii f,, = h + g care sunt
armonice In D cu normalizarea

o0 o0

(6.4.2) h(z) =20 = Y laklz®, gm(z) = (=)™ > |belz", [bppn-al < 1.
k=p+n k=p+n—1

1. Conditii la frontiera asupra coeficientilor pentru noile clase ALy (p,m,d, o, A1) si
ﬂ?‘[(pa m, 5) a, A, l)

Pentru inceput propunem un nou operator diferential generalizat dupa cum urmeaza.
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Definitia 6.4.1 [24], [25] Fie H(U) clasa functiilor analitice din discul unitate U = {z € C: |z| <
1}, si fie A(p) subclasa functiilor din H(U) de forma

Pentru m € Ng, A > 0, 6 € Ny, [ > 0, definim operatorul diferential generalizat If\rf&(p, 1) pe A(p)

prin urmatoarea serie infinita

(6.4.3) B, Dh(z) = (p+ D)7 + > [p+ Ak —p) +1]"C(6, k)axz",
k=p+n

unde

(6.4.4) C(5,k) = < k+o—1 > _ F(F(k +0)

B T I(k)T(5+1)

Definitia 6.4.2 [24], [25] Fie f € Sy(p,n), p € N. Folosind operatorul (6.4.3) pentru f = h+ g

data prin (6.4.1), definim operatorul diferential aplicat functiei f ca fiind

(6.4.5) 50,0 f (2) = Bs(p, DA(2) + (= 1) I75(p, Dy (2)
unde

(6.4.6) Is(p, Dh(z) = (p+D)™2P + ki [p+ Ak — p) + |™C(6, k)ay2"
§1 ”

(6.4.7) U&@meyzkéi1@+AMw4ﬁ+ﬂmC@kwM@

In urmétoarele definitii introducem noi clase de functii armonice multivalente prin intermediul

operatorului diferential generalizat (6.4.5).
Definitia 6.4.3 [24], [25] Spunem ca o functie f € Sy(p,n) este in clasa ALy (p, m,d, a, A1) daca

m+1
(6.4.8) 1 {fm (p, 1) f(2)

pi I75(p, 1) f(2)

unde I’ f este definita prin (6.4.5), pentru m € Ny.

}204, 0<ax<l,

In final, definim subclasa
(6.4.9) AVLH(p,m, 8, o, M\, 1) = ALy (p,m, 8, a, A\, 1) N Sy (p, n,m).

In aceasti sectiune vom da conditii suficiente pentru functiile f = h+ g, unde h si g sunt date de
relatia (6.4.1), sa fie in clasa ALy (p,m,d, a, A, 1). Se arata, de asemenea, ca aceste conditii asupra
coeficientilor sunt necesare pentru functii din clasa ;1\2/7.[ (p,m,d,a, A,1). Sunt obtinute delimitari la
frontiera, teoreme de reprezentare, o proprietate integrala si conditii de convolutie pentru subclasa
ﬂy.[(p, m, 0, a, N\ 1). In final, vom da o aplicatie pentru vecindtati.

Mali intai, in urmatoarea teorema, obtinem conditii suficiente pentru ca functiile sa fie din clasa
ALy (p,m, 0, c, \,1).
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Teorema 6.4.1 [24], [25] Fie f = h+ g, cu h $i g date prin relatia (6.4.1). Daca

(6.4.10) i (p+ (1= @) + Ak = p)ldpslm A DCOR)

m+1 _
. (0 + "1~ )

+ i [(p+ D1+ a)+ Ak _p)]dp,k(m7)‘vl)c(6a k)

oy o+ (1 - a)
cudn > a(p+1),
unde
(6.4.11) dp (M, A1) = [p+ Ak —p) +1]™

atunci f € ALy(p,m, 0, a, A\, 1).

Urmatoarea teorema ofera conditii suficiente pentru ca functiile sa fie din clasa

ﬂy(p, m,d, a, A 1).

Teorema 6.4.2 [24] Fie functiile fn, = h + gm date prin relatia (6.4.2). Atunci f,, €
ﬂy.[(p,m, d,a, A\, 1) daca gi numai daca

o [0+ 11— a) + Ak = p)]dpk(m, X, )C(S, k)
(6.4.12) kzp;n b (1 o) |ay|+

> [(p—i—l)(l +0‘) + /\(k _p)]dp,k(m7)‘vl)c(6a k)
> 0" (1 —a)

lbr| < 1,
k=p+n—1

unde An > a(p+1), 0 <a <1, meNy, A >0 sid,r(m,\I1) este data in (6.4.11).

2. Delimitari la frontiera
Urmatoarele teoreme ofera delimitari la frontiera pentru functiile din ALy (p, m, J, a, A, 1), care

conduc la un rezultat de acoperire pentru aceasta clasa.

Teorema 6.4.3 [24] Fie f € ﬁq{(p, m,0,a, A\ 1), cu 0 < a<1, An>a(p+1), m e Ny, A >0.

Atunci pentru |z| =r < 1 se obfine

n— (p+1)""(1 -0
(6.4.13) ()] < (L4 [bpsn|r™1)rP + DA =0) + MmN DCG T p)
. {1 e+ DA +a) + AMn = 1)]dpnip-1(m, A, C(G,n +p —1)
(p+1)mt1(1 — «)

|bp+n71 } P

st
n—1\,.p (p + l)m+1(1 — Oé) .
2 (= byt = e Sl (i, MO Gon £ 1)
| {1 D0+ 0) A0 = Dldgnipa(mADCGnp=1) ‘} e
(p+ D)™ 11— ) pn
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3. Combinatii convexe si puncte de extrem

In aceastd sectiune, aratam cum clasa ;1\24[ (p,m,d, a, A, 1) este inchisa sub combinatia convexa
a membrilor ei.

Pentru ¢ =1, 2,3, ..., fie functiile f,,(2)

o0 0o
(6.414) Fri2) =2 = S Janal#t + ("N Il
k=p+n k=p+n—1

Teorema 6.4.4 [25] Clasa lequ.L(p,m, d, a, A\, 1) este inchisa sub o combinatie convezd.

Mai departe, vom determina o teorema de reprezentare pentru functiile din ;ﬁ/H (p,m,d,a, A\ 1),
si de asemenea vom stabili punctele de extrem ale infaguratorii convexe a multimii
ﬂy.[(p,m, Jd, a, A\, 1), notata cu clcoZleH(p, m, 0, a, A ).

Teorema 6.4.5 [25] Fie functiile fn(z) definite prin relatia (6.4.2). Atunci fm(z) €
ANLH(p,'m, d,a, N\ 1) daca si numai dacd fn(2) poate fi exprimatd prin

(6.4.15) f(2) = Xphp(2) + > Xphp(2)+ D> Yigm, (2),
k=p+n k=p+n—1

unde hy(z) = 2P,

o (b + )™ (1~ o) .
(6.4.16) M) = T a) Ak D) A DGR
k=p+np+n+1,..,
5t
(6.4.17) Gy (2) = 22 4+ (=)™ (p+ )™ (1~ a) z*,

[(p+ D)1+ ) + Ak = p)ldpi(m, A, [)C (6, k)
k=p+n—1,p+n,..,

CcuU Xk Z O,Yk Z O,Xp =1- Zzo:p—i-nXk — Zzo:p_‘_n_l Yk.
In particular, punctele de extrem ale ALy (p,m,d,a,\,1) sunt {ht} si {gm, }-

4. Proprietati de integralitate si conditii de convolutie
In aceasti sectiune vom examina proprietatile de inchidere ale clasei ALy (p, m,d,a, A1)
sub operatorul integral generalizat Bernardi-Libera-Livingston, si de asemenea proprietatile de

convolutie ale acestei clase.

Pentru f = h 4+ g data prin relatia (6.4.1), definim operatorul integral generalizat Bernardi-

Libera-Livingston aplicat functiei f ca fiind

(6.4.18) Lc(f(2)) = Le(M(2)) + Le(9(2)), ¢> —p,
unde ;
Lo(h(2)) = C;p/o T h(t)dt
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Lolg(z) = <2 /0 Ce ().

ZC

Punéand g = 0 in relatia (6.4.18), obtinem definitia operatorului integral generalizat Bernardi-

Libera-Livingston pentru functiile analitice (vezi [61], [62]).

Teorema 6.4.6 [25] Fie f S ﬁq{(p,m,d,a,)\,l). Atunci  L.(f) apartine  clasei
ﬂy(p,m,é,a,)\,l).

Pentru functiile armonice

(6.4.19) A)=2" = > a2+ (=)™ > [bklz", byl <1,
k=p+n k=p+n—1

si

(6.4.20) fa(z) =20 = > [AplF+ (=1 Y |BilEY, Bpna| < 1,
k=p+n k=p+n—1

definim convoltia lui f; si fo ca fiind

(fr= fo)(2) = fi(2) % fa(z) =22 = > JarApl" + (=)™ > [beBylz".
k=p+n k=p+n—1

In urmitoarea teorema, examinam proprietatile de convolutie ale clasei ;17}7.[ (p,m, 0, A, 1).

Teorema 6.4.7 [25] Pentru 0 < S < «a < 1 fie fi € ﬂﬂ(p,m,é,a,)\,l) st fo €
ﬂ%(p,m, 5, B, \,1). Atunci f1 % fo € ;lzy(p, m, 0, a, A\, 1) C ﬁq{(p,m,é,ﬁ, A 1).

5. O aplicatie la (n,n)-vecinatati

Definim o (n,n)-vecinatate generalizata a functiei f data in (6.4.2), ca fiind multimea

Non(f) = {Fm(z) e Sylp,n,m) :

o [0+ D1 —a) + A(k = p)]dy(m, A, DO, k)
kzp;n (p+1)m+1(1 — «) |a — Ag|+
20 e+ DA+ a) + Ak — p)ldyr(m, A, 1)C(6, k)
+k:,§11 (p+1)mti(1 - «) br — B[ <n

unde Fm(z) =2 — ZZo:ern ’Ak,zk + (_1)m Zzo:p—&—n—l ’Bk|2k
Teorema 6.4.8 [25] Fie fp, = h+gm data prin relatia (6.4.2). Daca functiile f,, satisfac conditiile

=l D0~ 0) + Ak~ p)ldya(m, A DCGE)
> k| o+ )71~ a)

(6.4.21) |ag |+

k=p+n

L4 DA+ a) + Mk = p)ldp e(m, A, DC(, k)
P+ D"+ (1 —a)

k|| <1 —=Ups(m, Al)
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st

<p+n—a—1

4.22 1-Uy Al
(6 ) N> p+n_a ( p,&(ma 7))7

cu An > a(p + 1), unde

[(p+ D0+ ) + A0 = Dldypin-a(m A DCEp =),
(p+ 1)+ (1 - a) pnd

Ups(m, A1) =

atunci Ny ,(f) C ;leH(p, m, d, a, A 1).
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